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1 .  E i n l e i t u n g

Insbesondere f i i r  stark mult ikol l ineare Regressoren wurde Ridge-Regres-
sion als Alternative zur Methode der kleinsten Quadrate vorgeschlager.r.  Vir
beschreiben kurz inwiefern die Methode der kleinsten Quadrate schlechte
Schd.tzungen geben kann, stel len dann Ridge-Regression als empir isches
Bayes-Schitzverfahren dar sowie die Beziehungen zu der Methode der klein-
sten Quadrate, der Regression auf Hauptkomponentcn und den Stein-
Sch:i tzern, um schl ief3l ich die wichtigsten Ergebnisse einer Simulat ionsstudie
hinsichtlich der Ridge-Regression zu erwd.hnen.

2 .  M u l t i k o l l i n e a r i t d t

Im folgenden Abschnitt werden die Modellannahmen sowie da,s Problem
der Mult ikol l inearit i t  beschrieben. Der Okonometriker ist zweifel los mit
dem Gesagten vertraut und der Abschnitt  kann von dem nur an f{ ir loa-
Regression interessierten Leser iibersprungen werden.

Es gelte fiir jede von n Beobachtungen

(1)  Y( ; )  :  d r  X1( i )  +  f rx r ( i )  +  . . .  +  / , ,  Xo{ ; )  +  r { i )  i  - -  1 , . . . ,  n

(2) rr i)  ̂ .  N(0,o2) f i i r  al lc i .  r :nd E (e ( i)  e(i)) - .  0 f i i r  i  .-  j .

Das bedeutet, daf3 die Beziehung zwischen einer abh;ingigen Variablen
und mehreren Regressoren anniihernd l inear sein sol l .  Die nichtl :cobecl:teten
Einfliisse auf die abh;ingige Variable sollen durch eine Zufallsgrd8e beschrie-
ben werden kcinnen, die normalvertei l t  ist mit Erwartungswert Null  und
konstanter Streuung. Dari iberhinaus seien die Storkomponenten f i i r  unter-
sdriedl iche Beobachtungen unabhdngig voneir.rander. Das Modeli  kann in
Matrix-Schreibweise also dargestel l t  werden als

(3) Y =" X p * e, ' ,  -  N(0, os In),

wobei der nx1 Vektor Y die Beobachtungen an der abhdngigen Variablen
enthelt,  X die nxp Datenmatrix der Regressoren ist,  B der px1 Vektor der zu
schltzenden Regressionskoeff izienten und e der Vektor der Stcirkomponen-
ten mit mult ivariater Normalvertei lur.rg wie in (3) angegeben.
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Das wohl ilteste und bestbekannte Verfahrer.r, die Regressionskoeffizien-
ren f zu schitzen, ist die Methode der kleinsten Quadrate, die als Sdrltzer

(4) b: 1x'x;r1'v

liefert. (Unter der Annahme normalverteilter Stcjrkomponenten ist b zu-
gleich der Maximum-Likel ihood-Sch:i tzer.) Die Inverse (X'X)" und damit b
sind nur dann definiert, wenn der Rang von X gleich p ist, was bedeutet,
da8 die Zahl der Regressoren kleiner sein muB als die Zahl der Beobach-
tungen, und daB keine exakte lineare Beziehung zwisdren den Regressoren
bestehen darf.

Der Schitzer b besitzt wiinschenswerte Eigenschaften, da er unverzerrt ist
und in der Klasse der unverzerrten Schdtzer die kleinste Yarianz hat.
Dennoch kcinnen die Schitzergebnisse unbefriedigend sein, wenn die Regres-
soren stark mult ikol l inear sind, das hei8t, wenn die (oder einige der) Re-
gressoren annihernd l inear miteinander verbunden sind.

An dem einfachsten Beispiel von nur zwei Regrcssoren lifit sich das
Problem bereits anschaulich darstel len. Die Regressoren seien so standardi-
siert,  da8 X'X eine Korrelat ionsmatrix ist.  Der Korrelat ionskoeff izient zwi-
sdren X, und Xz werde mit r bezeichnet, dann ist die Kovarianzmatrix des
Schdtzers b

( s )  a 2  I  1  - r \

r - r  t - r  1 l '
Dic Varianzen azl(l - r2) sir.rd somit um so grti8er, je grd8er der

Korrelat ior.rskoeff izient ist;  die Schitzung wird also ungenau bei hoher Kor-
relat ion. In diescm Fall  sind br und br au8erdem stark negativ korrel iert,
was bedeutet, dafl das Vorzeichen eines der beiden Koeffizienten dr oder

/iz falsch geschdtzt werden kann.
Bei mehr als zwei Regressoren kcinnen komplizierte, fast l inearc Ab-

hingigkeiten auftreten der Art, da{3 man nicht mehr notwendig von den
Korrelat ionskoeff izienten al lein auf das Vorhandensein des Problems schl ie-
Ben kanr-r,  wohl abcr von den Eigenwerten der Korrelat ionsmatrix oder der
Determinante (dem Produkt der Eigenwerte)1).

Eine Dctcnninante nahe Null  hat zur Folge, da8 der Schitzer b die
strukturel le Bezichung zwischen der abhingigen Variablcn und den Regres-
soren nur ungenau oder sogar falsch abschltzt.  Der erwarrete quadrierte
Fchlcr zeigt dies. Es gi l t

(6) E (it -b/(f -b) - J o'zt).p

wobei 1"1 die Eigenwertc von X'X sind. Fi ir  standardisierte Regressoren
bedeutet (6), da8 der err',.artete quadrierte Fehler den tVert o1'p hat, wenn
die Regressoren unkorrel iert sind, dagegen ist der Fehler (bei gleichen B's)
um so grci8er, je hciher der Grad der Mult ikol l inearit l t  ist.

t )  Bci  nur zwei  standardis ier ten Regressoren s ind i , r  -  7 + r ,  ) . "  -  1,  -  r .
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( 7 )
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Es sei noch erw:ihnt, da13 die Vorhersage der abhingigen Variablcn nicht
in ihnlicher \Weise beeinflu8t n'ird. Fiir Y : Xb gilt

(Y(i) - E Y(i)), : E (l -b)'x'x({l - b) : p o?

Der erwartete quadrierte Vorhersagefehler ist somit unabhingig von dcr
Struktur der I'{atrix X'X.

Zusammenfassend kann man sagen: es ist kennzeichnend f i i r  die Methodc
der kleinsten Quadrate, da8 die Regressionskoeffizienten um so schlechter
(im Sinne des quadriertcn Fehlers) geschltzt werden, je abhingiger die
Regressoren untereinandcr sind.

3 .  R i d g e - R e g r e s s i o n

Von Anwendungen der Regressionsanaly5s in der Chcmic mo:ivicrt,
schlugen Hoerl und Kennard (1,970) fnr mult ikol l ineare Regressoren

5 , r : ( X , X * k r ; - r x ' t

als Sch:itzer fiir /i vor, wobei k eine positive Zahl ist. Die Ar"rtorcn w:ihlen
k. so, da8 sich b't stabilisiert, d. h. fiir ansteigende Wcrte von k wenig
verlndert.

b;:  kann geschricben werden als (I  + k(X'X)-1)-1b, wobei b der
Schltzcr nach der Methode der kleinsten Quadrate ist.  Um zu verstehen, wic
b bei Ridge-Regression verdndert wird, nehme man eine Flauptachsentrans-
formation vor. Es wird wieder angenommen, da8 die Regressoren so stan-
dardisiert sind, da8 X'X eine Korrelat ionsmatrix ist.  Das bedeutet, daB die
Regressoren in vergleichbaren Mafist iben gemessen werden (a1so die absolutc
Grcifle der B1 die Wichtigkeit der einzelnen Regressorcn angeben), und dafl
die im folgenden dargestellte Transformation nicht von den urspriinglichen
Ma{Seinheiten der Regressoren abh;ingt. Nach einer Hauptachsentransforma-
t ion entspricht dem Modell  (3):

Y :  X ' r n  *  a

Y und a sind unverdndert,  X* sind die Hauptachsenregrcssoren und ot
deren Regressionskoeff izienten. Im einzelnen gi l t

(10)  X ' r  :  XC ' ,  , t :  Cp

und C ist eine orthogonale Matrix (also C'C : I) ,  so daB

cx,xc, : x*/v:r : diag (i, . .., Lp)

eine diagonale h'{atrix mit den Eigenwerten oder Hauptkomponenten (L;)
der N'latrix X'X ist.

Mit der Methode dcr' l i leinsten Quadrate wird a geschitzt als

(  12) a* :  (x:! 'x*)- lx,t /Y,

n

L -

(3 )

(e)

( i 1 )



Beobadrtungen zur Ridge-Regression 303

woraus folgt, da8

(13) a1 - N(c1, o'?l/ .1) .

Eine Hauptkomponente l"i kar-rn somit interpretiert werden einerseits als
Yarianz des Hauptachsenregressor Xy':', und andererseits a1s Element der
Yarianz des Schltzers ai. Eine sehr kleine Hauptkomponente 2i bedeutet
also, da13 X;'i' nur wenig zur Gesamtvarianz der Regressoren Jl.i : p bei-
trigt, nnd daB der Koeffizient ai durch ai nur ungenau geschitzt werden
kann.

Dem Ridge-Regressions-Sd.ritzer entspricht nadr der Transformation

a:r : Cb'r : (X*/X,r + klp){X'r,y

(15)  ) . i
l1 ' :  :  -  C.1.

Vdhrend die Komponenten des Ridge-Regressions-Schitzers b'r grdller
oder kleiner sein k6nnen als die entsprechenden b;, werden al le Schitzer ai
verkleinert oder gedimpft. Jene Koeffizienten, die groBen (grob gesagt:
wichtigen) Hauptkomponenten entsprechen, werden kaum verlndert; die-
jenigen, die kleinen l . 's zugeordnet sind, werden dagegen stark gedempft.

Da aus  (13)  und (15)  fo lg t ,  da8

( i4 )

oder

(  16) ai" -N ( ,  " ' ,  T j tF , ' )

(r7)

ist gleichzeitig die in Kauf genommene relative Verzerrung rci']- t' -
L U.i
A ^ . . .-  nrrr  ornt(  t i i r  t<t , : ine Flauptkomponenten.

l . ;  *  k  " " -

Die bisherige Beschreibung des Ridge-Schitzers macht das Verhiitnis zu
der bisher fi ir multikoll ineare Regressoren hdufig verwenderen ,,Regression
auf Hauptkomponenten(c durchsichtig. Bei diesem Verfahren ist der Schit-
zer fid.r 11

b't': : Ca)::r mit

^ ,,,,- I 
: 

"' 
fi.ir grofle 1.1

| :  0 andernfal ls

Es wird dabei mehr oder n.rinder willkijrlich entschieden, welche Haupt-
komponenten groB genug sind. \Tihrend bei dieser Methode die Haupt-
achsen-Regressoren in nur zwei Gruppen aufgeteilt wurden, nimlich wich-
t ige  (a ; " ' : :  a i )  und unwich t ige  (u i " "  0 ) ,  w i rd  durch  R idge-Rcgress ion
jedes a1 unterschiedlich ged:impft, und nur in Extremf5llen (etwa 2,1 :

0,00001) wird ein Koeff izient praktisch gleich Null  gesch:i tzt.
Unter der Annahme austauschbarer a-priori-Nonnalvertei luneen f i i r

d ie  c inze l r ren  Rcgress io r rskoc f f i z ien ten  rc ru i r i c r t  e ine  Bayes-Sch, i rzc r  der



N. WERMUTH

Form b : (X'X + kIp)- lX'Y, wie von Lindley (1972) gezeigt wurde.
Eine zusdtzliche Uberlegung von Dempster (beschrieben in Wermuth (1,972))

ergibt eine Methode, k zu sdrdtzen: k wird nunmehr a1s Parameter der
a-priori-Verteilung der Regressionskoeffizienten angesehen.

Aus

(18) ^i  I  ai  -N (a1, o2l1.1)

a i  -N(0 ,o '? lk )

folgt (wie im Anhang gezeigt wird) erstens die a-posteriori-Vertei lung der a1:

( 1e )  a l l a ;  -  N  ( -+ . t ,  ' '  
1  

o ) ,
\ ^ i - f  K  a -  /

zweitens die unkonditionale Verteilur.rg der ai, die zur Sdritzung von k
verwendet werden kann:

(20) ai - N (O,a'z|),i * o'gik).

Daraus ergibt sidr als Summe von p quadrierten N(0,1)-Variablen eine

7e-Verteilung mit p Freiheitsgraden

( 2 1 )  
)  , ^ i '  - r " o r .

/ 1 .  1 \
^ e  l - - f - l"  

\ , i i  k /

Mitteis der Momentenmethode kann k daher aus folgender Beziehung
bestimmt werden:

(22) - ai'

I  t  r l

(l*r,|
Rechentechnisd-r findet man k etwa durch Bisektion. Den kleinsten

und grci8ten Eigenwert der Korrelationsmatrix bezeichne man mit 2-1,,

und 1 ,n" , ,  und ?  se i  (Y  -  Xb) ' (Y  -  Xb) / (n  -  p ) .  Der  \ f le r t  von  ,1  ,  d . ,

die Bedingung (22) erfiillt (mit oP ersetzr durcll ?) liegt dann ,*ir.h.,i

Q3\ a,2lo 1 r-a,2/o 1s  ' '  , , - . . |' 
;' 

-4; -"- 
=' 

- ,'*
Zur Beurtei lung dieser Methode k zu schltzen ist folgendes zu sagen:

- k ist f i i r  jede gegebene Datcnmenge eindeutig bestimmt ( im Gegensatz zu
Hoerl und Kennards (1970) Verfahren);
- k mu8 nidrt durch Iterationen ermittelt werden (wie etwa bei Befolgung

von Lindleys Vorschlag (1972));
- der (22) entspredrende Schitzer b'r schlieBt als Spezialfaii den Stein-

Schltzer ein, f i i r  den James ur.rd Stein (1961) bewiesen, da8 sein qua-
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drierter Fehler imn.rer kleiner ist als der des Schltzers der kleinsten

Quadrate.'Wie 
im ersten Abschnitt gezeigt wurde, sind bei starker Multikollineari-

tIt scl-rledrte Schzitzungen der Regressionskoeffizienten zu erwarten. Das

James-und-Stein-Ergebnis bedeutet nur.r,  da8 es sogar im Falle von un-

korrel ierten Regressoren Schdtzer gibt,  die im Sinne des erwarteten qua-

drierten Fehlers besser sind als der Sdrltzer nach der Methode der kleinsten

Quadrate. Im einzelnen wurde folgendes bewiesen (dargestel l t  in unseren
Symbolen): f i i r  p ) 3, o'bekannt und f i i r  al le n; gibt

( )  4 \

E ^3 (, i -  (1- ++) ai)e (  E 3 (a1- ai)e :  p oe.
i - 1  \  " ' i  r  j : l

Wie oben behauptet, ergibt sich 1 - -g ai aus (22) und (8), wenn
z a l

ot bekannt und al le , l . i  :  1 sind. Letzteres bedeutet, da8 al le Regressoren
unkorrel iert sind.

Fi jr  unbekanntes 02 oder mult ikol l ineare Regressoren gibt es unseres
\Wissens nach kein theoretisches Resultat, das (24) iihnlich ist, wohl aber die
empir ischen Ergebnisse einer Simulat ionsstudie (\Termuth 1972).

4 .  S  i  m u  I  a  t i  o n  s  e  r  g  e b  n i  s  s  e

Datenmcngen des Modells (3) wurden gemlf l  faktoriel ler Versuchspline
so simuliert,  da8 insbesondere die \Wirkung verschiedener N{ult ikol l ineari-
titsgrade und unterschiedlicher Vichtigkeit der Regressoren studiert werdeu
konnten. Der empir ische Bayes-Schltzer unter der Annahme austausch-
barer a-priori-Normalvertei lungen der Regressionskoeff izienten wird a1s

,,RIDGM" bezeichnet und war oben durch (8), (22) und (23) gekennzeich-
net. Als Ma8stab zur Beurtei lung eines Regressionsverfahrens wurden sran-
dardisierte quadrierte Fehler verwendet, also (f t  -  b) '( t l  -  b)o' und
( r -b ) 'X 'X(11- -b) la 'z (s iehe dazu (6 )  und (7 ) ) .

*..OO.ri, 
Ur*.bnisse hinsichtlich RIDGM kcinnen wie folgt zusammengefa8t

- Die Regressionskoeff izienten wurden mit RiDGM wesentl ich besser
geschitzt als mit dem Schitzer b nach der Methode der kleinster.r Qua-
drate, insbesonderc bci starker Mult ikol l inearit l t ;  aber auch die Vorl.rer-
sageergebnisse waren im al lgcmeinen besser.

- Vihrend wir mit Regression auf die Hauptachsenkomponentcn (17)
l-rdufig schlechtere Vorhersageergebnisse a1s mit der Mcthode der klein-
sten Qadrate beobachteten, trat dieser Nachtei l  bei RIDGM nicht auf.

- Fiir sehr unterschiedlich q'ichtige Regressoren ergab RIDGM immer noch
bessere Ergebr.r isse als b. Das deutet darauf hin, daf3 die Annahme der
Austauschbarkeit der a-priori-Vertei lungen der / i1 (und der a1 wie in
(18)) f i i r  viele Anwer.rdungen vertretbar sein wird. Al lerdings l ieferte
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im Falle sehr unterschiedlich wichtiger Regressoren ein (in-r nlchsten Bei-
trag beschriebener) Baycs-Ansatz zur Regressoren-Selektion bessere
Schltzungen der Regressionskoeff izienten als RIDGM.

A n h a n g

Obwohl die Ergebnisse in (18) und (19) leicht aus allgemeineren in
Raifla und Schiaifer (1961) folgen, wird hier der Beweis mit unseren Sym-
bolen gegeben.

Aus
a 1 l a l  - N ( a i ,  o ' ? l ) . 1 )

c t i  -N (C ,  o ' g l k )

folgt, da8
r l I

f ( z , a )  o : e x p l -  
" _  

J ( r 1 - a 1 ) ,  1 . 1  i
L  t a -  '  ' J

T 1 ' l
x  cxp  l  -  - -  ) , ' k  a ; t  l

L  2 0 '  ' l

: e*p [- -!t /1r. + ,t,;o,, - 2 (k + ).;l!1oi^ l
.  !4 '  \  

-  / .1  - f  K

+ (k +;,1 ,. ' ' ' ' , ' ' , ' ,r\- l(/.i f Kl- il

t  . to [-L i  / ;  " :  -  ) ' i  
'1

L't;'- 
J (r;a1: - -G--b- i'i ni') 

J

: .].0 [.1" j (k + ,. i) (oi - ,+ , di) 'z]
L z o -  , / . i f  K  I

'< t*o [-1- ; , k 1''- ",' I 
'' L 2 o =  i . i + k  - '  

I
Die gemeinsan.re Verteilung ist sornit faktorisiert in folgende

u l  l a ;  - N [ - / ' '  , , ,  ,  
o ,  

, l
\ r . i  

*  K  / i  - f  K l

x; - N [0. 
t ' ,1 k o' ' l  .

L kr.i I

wie zu zeigen war.

Z u s a m m e n f a r s s u n g

Ein Sch:i tzer der Form 6':  :  (X'X + kIp)-1X'Y (Ridge-Regression) wird als
empirisdrer Bayes-Schltzer dargcstellt, und die Beziehungen zu bisher iiblichen
Sdritzverfahren im linearen Regressionsmodell werden aufgezeigt. Das Verfahren
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is t  von prakt ischer Bedeutung, da es,  wie eine Simulat ionsstudie ergab,  selbst  im
Falle r-on stark multikollincaren Regressoren gute Sch:itzungen der Regressions-
koef f iz ientcn l iefer t .

J u m m a r y

In the case of  h ighly mul t icol l inear regressors the est i rnat ion procedure cai led
r idge regression y ie lds excel lent  point  est imates of  the regression coef f ic ients.  In
particular, an empiricai Bayes variant of ridge regression proved to be superior
to lcast squares estimation in an extensive simulation study. \7e describe briefly
in whio\ sense least squarcs estimation can give poor cstimates and discuss how
ridgc regression estimators relate to those obtained by least squares esrimarion
regression on principal components, and Stein-type estimation.
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