CTH/GU LABORATION 1 MVE275 - 2016/2017
Matematiska vetenskaper

Matriser och linjara ekvationssystem

Matriser

En matris ar som ni vet ett rektangulért talschema:
aip -0 Qip
A= : (1)

Am1 - Qmn

Matrisen ovan har m rader och n kolonner, vi sdger att den ar av typ m x n. Ett matriselement i
rad nr 7, kolonn nr j tecknas a,;, dér ¢ dr radindex och j dr kolonnindex. I MATLAB skrivs detta
A(i,j) och [m,n]=size(A) ger matrisens typ, medan m=size(A,1) ger endast antal rader och
n=size(A,2) ger endast antal kolonner.

Indexeringen i MATLAB ér alltid som i (1), dvs. rad- och kolonnindex bérjar alltid pa ett och vi
kan inte dndra pa det.

En matris av typ m x 1 kallas kolonnmatris (kolonnvektor) och en matris av typ 1 x n kallas
radmatris (radvektor):

b=|:], C:[Cl Cn} (2)

Du kommer att se att vi anvinder oftast kolonnvektorer for att representera kvantiteter som vi
beréknar. Element nr ¢ ges i MATLAB av b(i) och antalet element ges av m=length(b). Aven
for vektorer géller att indexeringen alltid borjar pa ett. Motsvarande géller for radvektorn c.

Som exempel tar vi

1
A= |2
3

S Ot W~
© 00

10 1
11, b=13], c=[0 2 4]
12 5

Vi skriver in detta i MATLAB enligt

>> A=[1 47 10; 258 11; 3 6 9 12]

A =
1 4 7 10
5 8 11
3 6 9 12



>> b=[1; 3; 5]

b =
1
3
5
>> c=[0 2 4]
c =
0 2 4

och ser pa typerna och nagra element med

>> [m,n]=size(A)

m =
3
n =
4
>> A(2,3)
ans =
8

Prova gérna length och size pa b och c. Nagon skillnad? Skriv ut nagot element ocksa.

En matris kan betraktas som en kollektion av kolonner:

11 (437 Q1p
A= : = [a a; a,|
Am1 A Qmn,
med kolonnerna
11 Qay; Q1n
a = y Q5 = y  Ap =
Am1 amj Qmn,

Man kan dven betrakta den som en kollektion av rader, men vi anvinder oftast kolonnrepresenta-
tionen. I MATLAB plockar man ut kolonn nr j med A(:,j). Hér &r j kolonnindex medan radindex

i =1,...,m representeras av tecknet kolon :. Pa liknande vis ges rad nr ¢ av A(4,:).
>> al=A(:,1)
al =
1
2
3
>> A2=A(2,:)
A2 =
2 5 8 11



Uppgift 1. Skriv in féljande matriser i MATLAB.

o L [F30
A:3711,B:£1%?10:5,d:[024]
48 12 7

(a). Skriv ut matriselementen ass, beg, c2 och ds. Prova size och length. Andra by genom att
skriva B(2,3)=b.

(b). Skriv ut kolonn nr 1, 2 och 3 ur matrisen A. Sétt in kolonnvektorn ¢ som 2:a kolonn i A
genom att skriva A(:,2)=c.

(c). Radera matrisen B (clear B) och skriv in den igen genom att forst bilda kolonnerna
4 D 6
by = (3], by= 2], bs=|1
1 1 1

och sedan sétta in dem i matrisen B = [b; by bg].

Vi kan ta ut ett block ur en matris med A(iv, jv) dér iv ar en vektor med radindex och jv &r
en vektor med kolonnindex. Resultatet blir en matris med length(iv) rader och length(jv)
kolonner.

>> A=[1 3 5; 79 11; 2 4 6] >> B=A([2 3],[1 3])
A= B =

1 3 5 7 11

7 9 11 2 6

2 4 6

Transponatet AT av en matris A ges av apostrof ().

>> A=[1 3 5; 7 9 11] >> B=A’
A= B =
1 3 5 1 7
9 11 3 9
5 11

Uppgift 2. Lat som i uppgift 1

9

~ Ot W

210 2o

, B=|3 2 1| ¢ d=[0 2 4]
7 11 L1l
8 12

=W N =

(a). Satt in kolonnvektorn ¢ som 3:e kolonn i A och séitt in radvektorn d som 2:a rad i B.

(b). Lat 1:a och 4:e raden i A byta plats och lat déarefter den 2:a och 3:e kolonnen byta plats.



Bygga upp matriser

Med funktionerna zeros och ones kan man i MATLAB bilda matriser med nollor och ettor.
Exempelvis zeros(m,n) ger en matris av storleken m x n fylld med nollor. Med zeros(size(A))
far vi en matris fylld med nollor av samma storlek som A. Motsvarande géller fér ones.

Enhetsmatriser bildas med funktionen eye, med eye(n) far vi enhetsmatrisen av storleken n x n.
Man kan ocksa anvénda eye for att bilda rektangulidra matriser med ettor pa huvuddiagonalen och
nollor for 6vrigt. Med eye (m,n) far vi en sadan matris av storleken m x n och med eye (size(A))
far vi en av samma storlek som A.

Med diag bildas diagonalmatriser. En vektor kan ldggas in pa en viss diagonal enligt

>> d=[2 3 7]; >> d=[2 3 7];
>> A=diag(d,0) % eller A=diag(d) >> A=diag(d,1)
A= A=
2 0 0 0 2 0 0
0 3 0 0 0 3 0
0 0 7 0 0 0 7
0 0 0 0

Huvuddiagonalen markeras med 0, diagonalen ovanfor till hoger med 1, diagonalen nedanfor
till vénster med -1, osv. Matrisen blir sa stor att vektorns alla element far plats lings angiven
diagonal.

Vi kan sédtta ihop tva matriser A och B horisontellt med [A B] om antal rader i de tva matriserna
ar lika. Tva matriser A och B kan sédttas ihop vertikalt med [A; B] om antal kolonner i de tva
matriserna ar lika.

Matris-vektor-multiplikation
Vi definierar produkten av en radmatris och en kolonnmatris (med samma antal element) enligt:

T
ax=[a1 -+ an] | | = @@+ aws + -+ a2y,
Tn

Observera att detta dr samma formel som for skaldarprodukt. Produkten y = Ax av en matris
av typen m X n och en kolonnvektor av typen n x 1 definieras pa liknande vis genom att vi
multiplicerar matrisens rader i tur och ordning med kolonnvektorn. Vi far en kolonnvektor av
typen m x 1 och den ges av

Y1 aiy - Ay 1 a11T1 + apps + - - + a1, T,
Ym Am1 = Qmp Tn (11 + Am2T2 + -+ Amndn

Yi = § AT = Qi1 T1 + ApTy + *++ + AipTy.
J=1



Observera att typerna maste stimma overens for att produkten ska vara definierad enligt regeln
mXx 1= (mxmn)(nx1).

Ett alternativt sétt att introducera matris-vektor-multiplikation ar att definiera Ax som en
linjarkombination av kolonnerna i A, (se Lay avsnitt 1.4)
L1

Ax = [al <o ap

[I—

=11 +Tga + -+ Tpay.
Tn,

Detta leder forstas till samma uttryck som i (4),

aiy 12 A1n a11x1 + a2y + -+ - + ATy
Tiag+Toag+:+Tpan = | | Tit| 1 | Tkt | Xy =

Am1 Am2 Amn Am121 + Am2aZ2 + - -+ ATy
I MATLAB skriver man helt enkelt y=Ax*x.

Uppgift 3. Skriv in foljande matriser i MATLAB.

S 45 6 1

A= , B=|3 2 1|, x=[1], a=[-1 0 1]
SR 111 1
4 8 12

Berikna foljande produkter, forst for hand sedan med MATLAB.
Ax, Bx, ax, Aa.

Observera att alla dessa produkter inte nédvandigtvis ar definierade. Varfor, och hur mérks det
i MATLAB?

Linjart ekvationssystem

Matriser anvéands bland annat for att skriva ned linjédra ekvationssystem. Exempel: ekvationssy-

stemet
T + 2.7?2 + 333‘3 =14

3371 +2.§U2 +x3 = 10

7l‘1 + 81‘2 =23
kan skrivas pa matrisform
1 2 3] [= 14
3 2 1| x| = [10],
7 8 0 _l‘g 23
dvs. _
1 2 3 14
Ax=b, med A=1|3 2 1|, b= |10
|7 8 0 23

Vi ska lara oss hur man 16ser sadana ekvationssystem. I MATLAB finns backslash-kommandot (\)
eller alternativt kommandot rref (row-reduced-echelon form) som loser systemet, Ax = b:



>> x=A\b
>> rref ([A b))

I det forsta fallet fungerar det bra om lésningen &r entydig men sémre om det finns fria variabler
eller inga l6sningar alls. I det andra fallet reducerar MATLAB den utokade matrisen [A b] till
reducerad trappstegsform.

Uppgift 4. Skriv foljande ekvationssystem pa matrisform (utokad matris!) och 16s dom sedan
med \ respektive rref.

SL’1+5SL’2—|—9$3:29 SL’1+.T2+3.T3+4374:2
2r1 + dr3 = 26 —2x1 + 229 + 203 = —4
3l‘1+7$2+11l‘3:39 $1+l‘2+2l‘3+3l‘4:1

$1—$2—2$3—l‘4:1

Ibland blir det nagot enklare att tolka svaret om vi ger kommandot format rat fore berdkningarna,
da skriver MATLAB svaret med rationella tal. Med format short far vi tillbaka standard forma-
tet.

Skapa matris kolonnvis

Vi bygger ofta upp matriser med hjélp nagon beridkningsalgoritm, ibland gors berdkningen ko-
lonnvis. Vi ger ett exempel. Matrisen

10
10
10
10

C:

el
N DN DO DN
W W w w
=~ s

skapas av for-loopen

clear C
ett=ones(4,1);
for i=1:10

C(:,i)=ix*ett;
end

Uppgift 5. Skriv en skriptfil som gor detta. Tag bort semikolon sa att du ser vad som hénder i
varje steg.

Du kan ocksa prova att bilda C genom en s.k. ytterprodukt enligt C=ett*[1:10]. Ligg méarke till
att ett ar en kolonnvektor medan [1:10] &r en radvektor.

Vi kan anvianda tic och toc for att méta den tid berdkningarna tar. Det blir tydligare om vi tar
en storre matris. Prova foljande som en skriptfil.

clear C

ett=ones (2000,1);

tic

for i=1:100
C(:,i)=ix*ett;

end

toc



Téank pa att sitta semikolon pa alla berdkningar, sa inte skirmen fylls med ointressanta utskrifter.

Matrisen C kommer successivt byggas upp och bli av typen 2000 x 100. Om vi nu istéllet for
clear C skriver C=zeros(2000,100); sa far matrisen C sin slutliga storlek pa en gang. Vi borjar
med en stor matris fylld med nollor, dér vi i loopen successivt sétter in réatt kolonner. Kér nu den
nya skriptfilen och se om berdkningstiden blev kortare.
Matrisiterationer
Avslutningsvis skall vi kort se pa nagra matrisiterationer.
Uppgift 6. Lat

111

A=101 1

0 01

Skriv en for-loop som skapar matrisen X = [x1,Xg, -, X5] dér

X = , o Xpy1 = Axg.

W DN =

Uppgift 7. Barnsley Fern — Genom att rita ut punkter x; i planet som genereras av iterations-
formeln
Xpr1 = AX, + b

dér matrisen A och vektorn b viljs slumpvis enligt vissa regler, kan vi producera en bild som
liknar t.ex. ett ormbunksblad. (Detta &r en s.k. fraktal.)

I varje iteration later vi A = A; och b = b; med sannolikheten P;, déir

0.85 0.04 0.2 —0.26 [ —0.15 0.28 0 0
A= [—0.04 0.85} Az = [0.23 0.22}  As = | 0.26 0.24} A= {0 0.16]
och -
0 0 0
bl_b?‘{m}’b‘”’_ {0.44_’]04_ {0}

samt
P =085, P,=P;=0.07, P,=0.01

Starta med xo = (0.5,0.5) och rita ut punkterna x;, fér £k =0,1,---,100.

Néar man snabbt skall rita en snygg bild pa skidrmen (da kravs det ca 20000 punkter) anvéinder
man lampligen ett grafikobjekt vars data uppdateras i varje iteration.

Lite hjalp pa viagen om det behovs ...

figure(’Name’,’Ormbunksblad’,’Menu’, ’none’,’NumberTitle’,’off’,...
’Position’, [256 412 320 512])

set(gcf,’Color’,[0.1 0.1 0.1])

h = animatedline(’color’,’g’,’linestyle’,’none’,’marker’,’.’, ’markersize’,1);



kmax=20000; x=[0.5;0.5];

addpoints(h,x(1),x(2))

axis([-3 3 0 10]), axis off, shg

p=[0.85 0.92 0.99 1.00];

A1=[ 0.85 0.04;-0.04 0.85]; b1=[0;1.6 ];

A2=[ 0.20 -0.26; 0.23 0.22]; b2=[0;1.6 1;
.2 44]

]

3

A3=[-0.15 0.28; 6 0.24]; b3=[0;0.44
A=[ 0O 0 ; 0.16]; b4=[0;0
for k=1:kmax
r=rand;
if r<p(1)
x=A1*x+bl;
elseif r<p(2)
x=A2*x+b2;
elseif r<p(3)
x=A3*x+b3;
else
x=A4*x+b4;

O O O O

I

end
addpoints(h,x(1),x(2))
drawnow update

end



