CTH/GU LABORATION 5 MVEOQ41 - 2014 /2015
Matematiska vetenskaper

Dubbelintegraler

1 Inledning

Vi skall borja med att approximera dubbelintegralen av en funktion 6ver ett rektangulédrt omrade

//Rf(x,y)dA

dir R={(z,y): a <x <b, c <y <d}. Sedan skall vi se pa allmdnnare omraden.

Enkelintegraler approximerade vi redan i envariabelanalysen och vi skall fér dubbelintegraler
anvinda samma typ av approximationer. Da beskrev vi vinster och hoger rektangelregel, mitt-
punktsregeln och trapetsregeln. Samtliga dessa metoder for enkelintegralen kan generaliseras till
multipelintegraler, men vi kommer néja oss med att titta pa dubbelintegraler.

2 Rektangelregeln

I envariabelanalysen betraktade vi enkelintegralen 6ver ett intervall

/abf(x)dx

Vi gjorde en likformig indelning av intervallet a < x < b enligt

Aa=20< T <Xy < < xp1<x,=>

sa att vi fick n lika langa delintervall x;_; < x < x; med samma bredd Ax = h = b_T“

Vi approximerade f(x) med f(z;_1) i intervallen z;_; < x < z; och fick vinster rektangelregel
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Nu skall vi upprepa samma resonemang fér dubbelintegralen
/ / flz,y)dA
R

dir R={(z,y): a<x <b, c<y<d}.
Forutom indelning av intervallet @ < x < b, gor vi nu &dven en likformig indelning av intervallet
c <y < d enligt

c=Y < <Y< <Ynia<Yn=4d
sa att vi far m lika langa delintervall y;_; <y < y; med samma bredd k = %.
Vi far ddarmed en indelning av omradet a < x < b, ¢ < y < d i nm stycken likformiga sma
rektanglar R; ; = {(z,y): x;io1 <2 <z, yj_1 <y < y;} som har arean AA = hk var och en.

Om vi approximerar f(x,y) med f(z;_1,y;-1) pa omradet z;,_1 < x < z;, yj_1 <y < y;, far vi
vanster rektangelregel for dubbelintegralen
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Vi approximerar varje liten delintegral med volymen av ett rdtblock vars bas har arean hk och
som har hojden f(z;_1,y;—1) och sedan summerar vi alla bidragen.

Om vi istéllet approximerar f(z,y) med f(x;,y;) far vi héger rektangelregel for dubbelinte-

gralen
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Slutligen sa far vi ett betydligt noggrannare resultat med mittpunktsregeln, dar vi berdknar
héjden mittpunkten i varje delrektangel, och trapetsregeln som vi far genom att ta medelvardet
av hojderna (funktionsvirdena) i alla fyra hornpunkterna i varje delrektangel.



Uppgift 1. Berdkna i MATLAB en approximation av enkelintegralen

1
/ x sin(x) dx
0

med vénster och hoger rektangelregel samt trapetsregeln. Anvéand funktionen sum i MATLAB for
att fa en enklare kod &n om man anvénder for-satser.

Uppgift 2. Berdkna nu i MATLAB en approximation av dubbelintegralen

//Ry sin(y + xy) dA

dir R={(z,y): 0<2z <1, —n/2 <y <m7/2}.

Anvénd vinster och hoger rektangelregel samt trapetsregeln. Jamfor deras noggrannhet genom att
rikna ut det exakta virdet av dubbelintegralen for hand. (Alla elementen i en matris summeras
genom att man tar sum av sum.)

3 Integralberikning med MATLAB

I MATLAB finns t.ex. integral for berdkning av enkelintegraler samt integral2 och integral3
for berdkning av dubbelintegraler respektive trippelintegraler.

Vi skall som exempel berikna dubbelintegralen

//Ry sin(z) + z cos(y) dA

dir R={(z,y): 7 <z <2m, 0<y<m}.

Beskriv alltid integranden som om du skulle rita dess funktionsyta, dvs. tdnk pa x och y som
matriser och anvind komponentvisa operationer. Berékningen utfors enligt

>> £=0(x,y)y.*sin(x)+x.*cos(y);
>> g=integral2(f,pi,2*pi,0,pi)

Som ytterligare ett exempel tar vi
// 2% cos(y*) — 3sin(y) dA
D
dir D = {(z,y) : || +[y[ <1}

Omradet kan beskrivas —1 < x <1, ¢(z) <y < d(x), dér ¢(z) = |z| — 1 och d(z) = 1 — |z|.
Sa hér utfor vi berdkningen i MATLAB:
>> £=0(x,y)x."2.*cos(y. 3)-3*sin(y);

>> a=_1; b=1’ C=@(x)abS(X)—1; d=@(X)1_abS(X);
>> g=integral2(@(x,y)f(x,y),a,b,c,d)

Integrationsgréinserna i y-led kan ges av tva funktioner, medan integrationsgrinserna i z-led maste
ges av tva tal.



Uppgift 3. Vi skall beridkna integralen
/ / redA
R

Rita forst funktionsytan till integranden 6ver aktuellt omrade. Anvind sedan integral?2 for att
berdkna integralen. Jamfor gdrna med exakt virde som du i sa fall réknar ut for hand och jamfor
giarna med vad rektangel- och trapetsreglerna ger.

dir R={(z,y): 0<z <2 0<y<1}.

Uppgift 4. Vi skall se pa integralen (Exempel 4, Adams 14.2)

//D(a—x+y)dA

Léas exemplet i boken och berdkna integralen med integral2. Jamfor med bokens exakta svar.

diar D = {(z,y): Ogyga—ﬁ}.
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1 Malsittning

Avsikten med denna laboration dr att se hur vi kan generalisera metoder for enkelintegraler for
att approximera dubbelintegraler [[, f(z,y) dA. Vi prévar vad vi far da vi anvénder vénster och
hoger rektangelregel, mittpunktregeln samt trapetsregeln. Avslutningsvis bekantar vi oss med
integral?, ett fiardigt program for berdkning av dubbelintegraler i MATLAB.

2 Larandemal

Efter denna laboration skall du kunna
e redogora for den grundlaggande idén bakom metoder for berdkning av multipelintegraler

e beriikna integraler [[ g f(x,y)dA, genom att beskriva f som en function i MATLAB och
berdkna en approximation med integral?2



