CTH/GU LABORATION 2 TMV138 - 2014/2015
Matematiska vetenskaper

Integraler

1 Inledning

Ibland kan man inte bestimma integraler exakt utan man far noja sig med att berdkna approxima-
tioner. T.ex. fol e*” dz kan inte bersiknas exakt, eftersom det inte finns nagon anviandbar primitiv
funktion. Det kan ocksa vara sa att integranden bara &r kénd i vissa punkter, t.ex. vi har en serie
med métdata.

2 Berikningsmetoder

Den geometriska tolkningen av integralen fab f(z) dz &r arean av ytan mellan grafen av integranden
y = f(x) och z-axeln, dvs. y = 0, mellan z = a och x = b.
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Vi gor en likformig indelning av intervallet a < x <b

Aa=20< T <Xy < < xp1<xp,=>

sa att vi far n lika langa delintervall x;_; < x < x; med bredden h = b_T“

Sedan delar vi upp integralen i en summa av delintegraler 6ver varje delintervall
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Om vi approximerar f(x) med f(z;_1) iintervallen z; 1 < z < z; far vi vinster rektangelregel
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Om vi approximerar f(x) med f(z;) i intervallen z; 1 < x < z; far vi hoger rektangelregel

/ f@)du~ 3 h ()
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Om vi approximerar f(x) med f(m;) i intervallen x; ;1 < x < z;, ddr m; &r mittpukterna i
intervallen, far vi mittpunktsmetoden
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I Adams kapitel 5 definieras (konstrueras) integralen f; f(x) dr med hjilp av Riemannsumman

Zf(q)h,-

Metoderna ovan &r olika varianter av Riemannsummor, med ¢; = z;_1, ¢; = x; respektive ¢; = m;,

och h; = h.



Vi kan ocksa approximera integralen med medelviardet av vianster och hoger rektangelregel och
far da trapetsmetoden

[ @de~ T, =33 () + ()
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Antag att vi vill beréikna fol xsin(x) dr med vinster rektangelregel med n = 100. Vi skulle kunna
gora sa har

>> n=100;

>> a=0; b=1;

>> f=0(x)x.*sin(x);

>> h=(b-a)/n

>> g=0;

>> for i=0:n-1
x=a+i*h;
q=q+h*f (x) ;

end
>> q

Att anvinda en for-sats dr oftast inte effektivt i MATLAB. Vi genererar hellre en vektor av alla
funktionsvérdena f(z;) och sedan summerar dessa enligt

>> n=100;

>> a=0; b=1;

>> f=0(x)x.*sin(x) ;

>> x=linspace(a,b,n+1);
>> h=(b-a)/n;

>> g=sum(h*f (x(1:n)))

Detta séitt att organisera en beréikning kallas att vektorisera den, dvs. man genererar forst en eller
flera vektorer och utfor sedan den 6nskade berikningen pa dem. De komponentvisa operationerna
.x ./ .7 ar exempel pa vektoriserade operationer. Vi anvinde funktionen sum som snabbt
summerar en vektor.

Uppgift 1. Berikna en approximation av integralen fol x sin(z) dr med vénster och hoger rek-
tangelregel samt mittpunkts- och trapetsmetoderna. Anvind sum.

Uppgift 2. Skriv en funktion med namnet min_integral och anropet g=min_integral(f,I,n,k)
som berdknar integralen approximativt. Du skall anviinda programskalet min integral.m pa
MATLAB-hemsidan.



Uppgift 3. Testa ditt program pa foljande integraler. Variera metodval och antal delintervall n.

(a). [le " da (b). [ tisda (c). [ tan(y/7)dz

3 Konvergens

For metoderna ovan giller att samtliga dr konvergenta, dvs. later vi antal delintervall n ga mot
oandligheten sa gar approximationerna mot integralens varde. Vi ser pa nagra bilder for vanster
rektangelregel déar n blir allt storre
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Vi ser att vi allt béttre tdcker upp ytan under grafen med allt fler och smalare staplar.

Nu récker det i praktiken inte med konvergens. Vi maste fa en bra approximation pa en kort tid,
dvs. inte behova ta n alltfor stort.

For vénster och hoger rektangelregel giller att om vi fordubblar antal delintervall sa halveras
felet i approximationen av integralen. For mittpunkts- och trapetsmetoderna géller vid samma
fordubbling att felet delas med fyra, dvs. mycket béttre utdelning.

Uppgift 4. Vi ser pa integralen fol xsin(x) dx igen. Beriikna integralen exakt (for hand). Jamfor
exakt virde med de approximationer vi far med metoderna ovan for olika antal delintervall n.
Hur stort blir felet? Tag t.ex forst n = 50 och sedan n = 100, berékna felen i approximationerna
och se efter hur felen fordndras.



4 Fardiga program i MATLAB

Det finns firdiga funktioner i MATLAB for att integrera. En sadan funktion &r integral.
Vill vi berdkna integralen av f(z) = zsin(z) 6ver intervallet 0 < z < 1 med integral skulle det

kunna goras sa hér

>> f=0(x)x.*sin(x);
>> a=0; b=1;
>> g=integral(f,a,b)

For att slippa problem, ta for vana att beskriva integranden som om du skulle rita dess funk-
tionsgraf, dvs. tank pa x som en vektor och anvind komponentvisa operationer.

Uppgift 5. Gor uppgift 17 i Adams kapitel 5.7. Rita en bild av omradet. Anvind integral.
Ledning: Se forst pa exempel 3 i Adams sid 327.
Uppgift 6. Berikna arean av det slutna omradet mellan graferna till funktionerna

22

g(z)=e"2 och h(z)=2*—3x+2.

Rita en bild av omradet. Anvénd fzero, £ill och integral.



CTH/GU Uppfdljning av LABORATION 2 TMV138 - 2014/2015
Matematiska vetenskaper

1 Malsattning

Avsikten med denna laboration ar att se lite pa metoder for att approximera integraler fab f(z)dz.
Manga integrander, speciellt i samband med tekniska berdkningar, saknar anvindbara formler for
primitiv funktion. Da aterstar endast att approximera integralen. Vi skriver ett litet eget program
for integralberdkning min_integral, dar vi provar nagra olika metoder. Avslutningsvis bekantar
vi oss med integral, ett fardigt program for integralberikning i MATLAB.

2 Kommentarer och forklaringar

Vinster och hoger rektangelregel kallas for firsta ordningens metoder. Fordubblar vi antalet
delintervall sa halveras felet, dvs. approximationen blir dubbelt sa noggrann.

Mittpunkts- och trapetsmetoderna kallas for andra ordningens metoder. Fordubblar vi antalet
delintervall sa delas felet med fyra, dvs. approximationen blir fyra ganger sa noggrann.

De senare metoderna &r mycket mer effektiva. Detta ar viktigt i tekniska berdkningar eftersom
man séllan berdknar en enda integral utan i allménnhet en stor méngd integraler (och da som en
del i en storre berdkning).

Det fardiga programmet integral bygger pa metoder som dr mer avancerade ér de vi tittat pa
och som vi inte har mojlighet att presentera hér. Programmet &r dessutom adaptivt, det innebér
att integrationspunkterna inte placeras likformigt 6ver intervallet utan déar det 16nar sig bast med
tanke pa noggrannhet och effektivitet.

[ uppgift 5 kan vi litt se exakt var graferna skér varandra. Daremot i uppgift 6 maste vi bestamma
skdrningspunkterna med en berdkningsmetod for ekvationslosning, t.ex. fzero. Det gar helt enkelt
inte att skriva upp en anvéndbar formel for skdrningspunkterna.

3 Larandemal

Efter denna laboration skall du kunna
e redogora for den grundldggande idén bakom de olika metoderna for integralberdkning

e berdkna integraler f; f(x) dx, genom att beskriva f som en function i MATLAB och berdkna
en approximation med min_integral eller integral



