CTH/GU LABORATION 6 TMV122 - 2014/2015
Matematiska vetenskaper

Newtons metod

1 Inledning

Vi skall fortsitta med att 16sa ekvationer. I forra veckan sag vi pa intervallhalveringsmetoden. Den
ar palitlig men ganska langsam. I denna vecka skall vi anvinda Newtons metod som dr mycket
snabbare, bara vi har en bra forsta approximation av en 16sning.

Som exempel kan vi ta,

f(x) =05z —2)*—2cos(2r) —1.5=0
Vi borjar med att rita grafen till f for att fa en uppfattning om hur manga nollstéllen vi har och
ungefar var de ligger.

>> f=0(x)0.5%(x-2) .7 2-2*%cos (2*x)-1.5;
>> x=linspace(-3,7);

>> plot(x,f(x))

>> axis([-3 7 -5 10]), grid on

Vi ser losningar till f(x) = 0 som de punkter déir grafen skir x-axeln.
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Vi kan grafiskt ldsa av en forsta approximation av en losning for att sedan forbéttra denna med
Newtons metod.

2 Newtons metod

Antag att xp &r en approximation av ett nollstélle till ekvationen f(z) = 0. Folj tangenten i
punkten (zy, f(xy)), dvs.
y = f(xr) + f'(z)(x — 1)

ned till z-axeln (y = 0) och tag skdrningspunktens xz-koordinat

f ()
f'(xr)

Lk4+1 = Tk —

som en ny approximation av nollstéllet.



Vi ser pa nagra steg med metoden: Starta med en approximation zy av ett nollstélle till f(x) = 0.
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Bilda tangenten y = f(xo)+ f'(xo)(x —x) till f i x = x¢ och tag dess skidrningspunkt med z-axeln
som en ny approximation
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Bilda tangenten y = f(z1) + f'(z1)(x —21) i @ = x; och tag dess skirningspunkt med z-axeln som
en annu nyare approximation

(1)

f'(1)

Som exempel tar vi: Los ekvationen f(x) = 0 dér f(z) = cos(z) —x. En graf (rita den gérna) visar
att vi har ett nollstélle och vi tar o = 1 som startapproximation.

To = T1 —

>> f=Q@(x)cos(x)-x; Df=0(x)-sin(x)-1;
>> x=1;
>> kmax=10; tol=0.5e-8;
>> for k=1:kmax
h=-f (x) /Df (x) ;
X=x+h;
disp([x hl)
if abs(h)<tol, break, end
end

0.750363867840244
0.739112890911362
0.739085133385284
0.739085133215161

-0.249636132159756
-0.011250976928882
-0.000027757526078
-0.000000000170123



Uppgift 1. Lat f(z) = 2° — cos(4x). Los ekvationen f(x) = 0. Rita upp grafen till f for att se var
ungefir 16sningarna (skiarningspunkterna) ligger. Hur manga losningar finns det? Lés av i grafiken
en forsta approximation av en 16sning for att sedan forbéttra denna med Newtons metod. Rita ut
l6sningen med en liten ring. Upprepa tills du berdknat alla l6sningar till ekvationen.

Man kan lasa om Newtons metod 1 Adams 4.2.

3 Eget program i MATLAB

Det ar praktiskt att packetera en metod genom att skriva ett program eller funktion som utfor
metoden. Vi gjorde det i forra veckan for intervallhalveringsmetoden och nu gor vi det dven for
Newtons metod.

Uppgift 2. Skriv en function som loser ekvationen f(x) = 0 med Newtons metod. Funktionen
skall heta min newton och skall som indata ges tva funktioner, dels en som berdknar f(x) dels
en som beriknar f’(z), en startapproximation av 16sningen, samt den noggrannhet 16sningen skall
bestdmmas med. Funktionen skall som utdata ge en approximation av nollstillet som uppfyller
noggrannhetskravet.

Funktionen skall innehalla en hjélptext som beskriver hur den skall anvéndas. Skriver vi help
min_newton i Command Window sa skall det se ut nagot liknande:

>> help min_newton
min_newton - berdknar nollst&dlle till f(x) givet startapproximation xO.
Syntax:
x = min_newton(f,Df,x0,tol)
Argument:
f - funktionshandtag: pekar pa namnet till en funktionsfil eller
till en anonym funktion. T.ex. f=@funk eller f=@(x)cos(x)-x
Df - funktionshandtag: pekar pa namnet till en funktionsfil eller
till en anonym funktion som ger derivatan av f.
T.ex. f=0@Dfunk eller Df=0(x)-sin(x)-1
x0 - ett tal som ger en startapproximation av nollstéllet.
tol - positivt tal som anger onskad noggrannhet for nollstallet.
Returnerar:
x - ett tal som ger approximativt nollsté&lle.
Beskrivning:
Programmet ber&dknar ett approximativt nollst&dlle till f(x) med
Newtons metod.
Exempel:
x = min_newton(@(x)cos(x)-x,0(x)-sin(x)-1,1.0,1e-5)

For att underldtta lite finns ett programskal min_newton.m pa MATLAB-hemsidan att utga ifran.

Uppgift 3. Prova nu din funktion min newton pa foljande ekvationer. Rita grafer och berdkna
samtliga nollstéllen.

(a). f(x)=0.5(zx—2)*>—2cos(2z)—1.5=0 (b). f(x) =23 —cos(4x) =0



4 Fardigt program i MATLAB

Det finns en fardig funktion fzero for att 16sa icke-linjara ekvationer. For en sista gang ser vi pa
exemplet fran inledningen. Vi har alltsa

f(z)=0.5(x —2)* —2cos(2z) — 1.5 =0,
och 1 MATLAB loser vi med

>> f=0(x)0.5*%(x-2) .7 2-2*cos(2*x)-1.5;
>> x0=4;
>> x=fzero(f,x0)
x =
3.8664

Leta gérna upp hjédptexten for funktionen fzero och las lite.

Utskriften av berdkningsresultatet ovan gjordes med fem siffror. Vill vi fa fler siffror utskrivna
kan vi ge kommandot format long innan utskriften. Med format short far vi tillbaka den korta
varianten. Sa kallad scientific notation far vi med format short e respektive format long e.

Uppgift 4. Betrakta ekvationen

3 + sin(2z)
f(z) = T o0t 1.2=0
Rita graf och berdkna samtliga nollstéillen noggrant med fzero. Ténk pa att anvinda kompo-
nentvisa operationer.
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1 Malsattning

Avsikten med denna laboration &ar i stort sett samma som for férra laborationen som handlade
om intervallhalveringsmetoden. Nu géller det att férsta Newtons metod. Programmeringsarbetet
ar dock néstan samma. Avslutningsvis skall vi bekanta oss med fzero, ett fardigt program for
ekvationslosning i MATLAB.

2 Kommentarer och forklaringar

Newtons metod utnyttjar funktions- och derivatavirden for att lokalt med en rét linje approximera
den funktion vi scker nollstélle till. Varje ny approximation ger en béttre bestdmning av nollstéllet.
Det finns dock en svag punkt, en rit linje dr inte alltid en bra approximation i ett stort omrade.
Vi maste darfor alltid ge Newtons metod en bra forsta gissning av nollstéllet. Men det &r inget
storre problem for vi skall ju dnda rita en graf sa att vi far grepp om hur manga nollstillen det
finns, var ungefar de ligger och vilka som &r av intresse for oss.

Det fiardiga programmet fzero bygger pa Newtons metod (och till en del pa intervallhalverings-
metoden). Derivatan av funktionen (som vi soker nollstélle till) approximeras i programmet sa vi
behover inte ge den.

3 Larandemal

Efter denna laboration skall du kunna
e redogora for den grundliggande idén i Newtons metod

e losa ekvationer f(z) = 0, genom att beskriva f som en function i MATLAB, rita dess graf,
grovt lokalisera nollstéllen av intresse och sedan bestdmma dem noggrant med er funktion
min_newton

e anvinda fzero for ekvationslosning



