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Mer om geometriska transformationer

1 Inledning

Vi fortsétter med geometriska transformationer och ser pa ortogonal (vinkelrét) projektion samt
spegling. Avslutningsvis skall vi dven se pa rotation runt sned axel i R?, forra laborationen roterade
vi bara runt koordinataxlarna.

Men allra forst ser vi kort hur man berdknar skalarprodukt, norm och liknande i MATLAB.

2 Skaliarprodukt och norm i MATLAB

Skalarprodukten mellan tva vektorer u och v ges av

u-v = uTV = U1V + UV + U3V3

och normen, som motsvarar absolutbelopp, ges av

lall=yui+ud+ui  (Jul’=u-u)

Med MATLAB berdknar vi skaldrprodukt och norm med funktionerna dot och norm enligt

>> dot(u,v)
>> norm(u)
Vinkeln ¢ mellan tva vektorer u och v ges av
u-v

¢ = arccos
[allf]v]

och berdaknas i MATLAB med
>> phi=acos(dot (u,v)/(norm(u)*norm(v)))

Vi paminner oss om att vektorerna u och v ér ortogonala eller vinkelréita mot varandraom u-v = 0,
vilket ofta betecknas u L v.

En enhetsvektor ar en vektor u med || u || = 1. Vill vi bestdmma en enhetsvektor u med samma

riktning som vektorn v sa ges den av u = ﬁ v och i MATLAB skulle vi skriva

>> u=v/norm(v)

Avstandet mellan tva vektorer u och v ges av

lu = v = /(= v + (2 — ) + (5 — v3)?
och berdknas med
>> norm(u-v)

Dessa beridkningar gors pa samma satt for vektorer i R”, oavsett om n = 2, 3, eller storre.



Aven om vi inte anviinder den nu, sa nimner vi kryssprodukten i R? som ges av
uxyv= (u2'U3 — U3V2, U3V — UV3, UV — Ug’Ul)
vilket dr en vektor i R® och beriknas med funktionen cross enligt

>> cross(u,v)

3 Ortogonal projektion och spegling

Vi skall bestamma ortogonala eller vinkelréita projektionen pa planet
ar +by+cz=d

Planet har en normalvektor n = (a, b, ¢). I bilden har vi ritat en enhetsnormal n och projektionen
x ldngs normalen av en punkt x, dvs. den vinkelrdta projektionen pa planet.

Vi gor ansatsen X = x + an dir « skall bestimmas sa att x ligger pa planet.

Ekvationen for planet kan skrivas

n-x=d
och satter vi in ansatsen far vi

n-x=n-(x+on)=n-x+an-n=d

och darmed d—n-x
“T"an

For speglingen av x, av punkten x i planet géller
X, =X+ 2an

med samma val av «.

Nu skall vi i MATLAB rita planet ax + by + cz = d, for a = 1,b = —1,¢ = 4 och d = 1. Eftersom
¢ # 0 sa kan vi 16sa ut z, i annat fall far vi modifiera koden



xmin=-2; xmax=2; ymin=-2; ymax=2;

a=1; b=-1; c=4; d=1;

X=[xmin xmax xmax xmin]; Y=[ymin ymin ymax ymax];
Z=(d-a*X-bxY)/c;

£fi113(X,Y,Z,’g’,’facealpha’,0.7)

xlabel(’x’), ylabel(’y’)

grid on

Resultatet blir planet i figuren ovan. Egentligen dr det ju bara en bit av planet, ndmligen den del
som ligger ovanfor omradet —2 <z <2, -2 <y < 2.

Uppgift 1. Rita planet vi just tittade pa. Bestdm en normalvektor och rita ut den med en pil
fran en punkt pa planet. Pilar ritade vi i planet med quiver i hostas i samband med differential-
ekvationer. Nar vi nu skall rita en pil i rummet kan vi géra det med quiver3(x,y,z,a,b,c,s), dér
x,y, z ger koordinaterna for den punkt som pilen skall ritas fran, a, b, ¢ ger pilens utstriackning och
s ar en skalfaktor (normalt tar vi s = 0 vilket ritar utan skalning, medan t.ex. s = 2 gor pilarna
dubbelt sa langa). Vilj en punkt x, rita ut den, bestdm dess vinkelréita projektion X pa planet och
rita ut dven den. Slutligen rita ocksa ut speglingen x, av x. Markera normalvektorn och de olika
punkterna med texter. T.ex. normalvektorn kan markeras med text(u,v,w,’n’), dir u,v,w &r
koordinaterna for positionen av vénster sida av texten och ’n’ &r texten som skall skrivas, dvs.
ett n.

Snyggare blir det om vi sdtter ut n med BIEX enligt
text (u,v,w,’$\bar{\mathbf{n}}$’, ’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12)

och pa motsvarande sitt far vi x, X och x,, med $\mathbf{x}$, $\hat{\mathbf{x}}$ respektive
$\mathbf{x}_r$.

Uppgift 2. Rita samma plan i en ny bild. I samma bild skall ni rita en tetraeder. Tetraedern skall
vara sa placerad att ingen av dess sidor skér planet. Rita dérefter projektionen och speglingen av
tetraedern i planet.

4 Rotation runt sned axel i R?

Betrakta en punkt x = (1, 9, x3) i R®. Antag vi vill rotera pukten runt en axel, vars riktning ges
av en vektor v, med en vinkel ¢. Rotationen skall goras medurs relativt riktningen pa vektorn.

Vi kan da via ett basbyte aterféra denna rotation till en rotation runt -, xo- eller xz-axeln. For
dessa har vi redan sett pa standardmatriserna i forra laborationen.

Sag att vi vill aterfora till en rotation runt x;-axeln. Vi normaliserar v, dvs. vi bildar v; = av dér
skalfaktorn « véljs sa att v; far enhetslangd. Dérefter véljer vi tva vektorer vy och vs, bada av
enhetslingd, sa att vy och vs dr vinkelrdta mot v och vinkelrdta mot varandra.

Vi skall helt enkelt se till att {vy, v3} blir en ortogonalbas fér nollrummet A/ (v]). Denna bas kan
vi latt berdkna i MATLAB med funktionen null.

Vi undersoker om {vq, vs, v3} dr en hoger orienterad bas genom att berédkna determinanten
D = det ([Vl, Vo, Vg]) .

Om D > 0 sa valjer vi by = vy, by = vy, by = v3 annars tar vi by = vy, by = v3, by = vs.



Nu bildar vi basbytesmatrisen P = [b; by bs| och eftersom kolonnerna ortogonala och normerade
sa giller P~! = PT.

Standardmatrisen for rotation runt axeln som ges av v blir
A, = PAP ! = PAP'

déar
1 0 0
A = |0 cos(¢p) —sin(¢)
0 sin(¢) cos(¢)

ar standardmatrisen for rotationen runt z;-axeln.

Detaljerna ovan tar nog lite tid att forsta, vi utnyttjar bade vektorrum och basbyte. Det hindrar
inte att vi kan rotera i MATLAB redan nu.

Nedan ser vi en rotation av en punkt runt en viss axel, upprepad nagra ganger, sett fran tva olika
betraktelsevinklar.

Sa har gjorde vi en skriptfil i MATLAB

phi=pi/15;
A=[1 0 0; 0 cos(phi) -sin(phi); O sin(phi) cos(phi)];
v=[2;2;1]; v=v/norm(v); Z=null(v’); P=[v,Z];
if det(P)<0, P(:,[2 31)=P(:,[3 2]); end
Av=P*AxP’ ;
x=[0.8; 0.1; 1.2];
plot3(x(1),x(2),x(3),’0’), hold on
for i=1:30
X=Av*x;
plot3(x(1),x(2),x(3),’0")
end
plot3([-v(1) v(1)],[-v(2) v(2)],[-v(3) v(3)],’r’,’linewidth’,3)
box on, grid on, hold off
axis equal, axis([-2 2 -2 2 -2 2]), axis vis3d



Uppgift 3. Rotera, med en liten vinkel upprepade ganger, en punkt runt nagon sned axel som ni
sjalva véljer (dock inte samma punkt och axel som i exemplet).

Uppgift 4. Rotera en tetraeder runt nagon sned axel som ni sjélva viljer. Det skall vara en ani-
mering, precis som i uppgift 4 i férra laborationen. Se till att tetraederna &r placerad i foérhallande
till axeln sa att rotationen syns tydligt. Tetraedern far givetvis inte deformeras under rotationen.
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1 Malsattning

Denna laborationen &r en fortsidttning pa den forra. Vi utokar transformationerna med projektion
och spegling samt rotation runt godtycklig axel.

2 Kommentarer och forklaringar

Vi skall se lite mer pa den ortogonala projektionen pa ett plan ax + by + ¢z = d dér a, b, ¢ och d
ar konstanter.

Om x dr den punkt vi projicerar och x &r projektionen sa giller

) d—n-x
X=X+ an, o= ——
n-n
dir n = (a, b, ¢) ar en normalvektor till planet.
Om d = 0, dvs. planet gar genom origo, har vi
. n-x
X=X+an=xX———n
n-n
Eftersom n-x &r en skalar sa géller
; n-x 1
x:x—( )n:x——n(n-x)
n-n n-n

Vidare giller att n - x = n'x, dvs. skaldrprodukten kan beriknas genom att n' som &r en radvektor
matrismultipliceras med kolonnvektorn x och vi far

1 1 1
X=x—-——mnn'x)=x— ——(nn")x = (I——HHT)X
n-n n-n n-n

déir vi utnyttjade att n(n'x) = (nn')x.

T T

Observera att nn' ar en matris (en s.k. ytterprodukt), medan n-n = n'n &r ett tal (skalirprodukt

eller innerprodukt).

Vi har kommit fram till

n-n

1
X = <I——nnT)x:Px

Alltsa en linjar avbildning med standardmatrisen P.

For spegling géller
2
X, = <I——nnT)x:Rx

n-n

Alltsa en linjar avbildning med standardmatrisen R.



Om d # 0, dvs. planet gar inte genom origo, har vi

d—mn- 1 d
X:x+an:x+$n: (I——nnT)x+—n:Px—l—ﬁn
n-n n-n n-n

Detta &r en affin avbildning som vi beskriver med (homogena koordinater)

HEEaIH

dvs. med hjilp av matrismultiplikation.

Motsvarande géller for spegling, da d # 0.

3 Larandemal
Efter denna laboration skall du

e kunna projicera och spegla ett objekt i ett plan

e kunna rotera ett objekt runt en godtycklig axel



