CTH/GU LABORATION 2 TMV142 - 2014/2015
Matematiska vetenskaper

Mer om linjara ekvationssystem

1 Inledning

Denna laboration fortsidtter med linjéira ekvationssystem och matriser. Vi ser pa hantering och upp-
byggnad av matriser samt operationer pa matriser. Dérefter ser vi pa linjéira ekvationssystem, dels
med sma koefficientmatriser men ocksa med stora och glesa koefficientmatriser som ofta uppstar i
tekniska tillampningar. Men allra forst lite repetition fran forsta lasperioden.

En matris av storleken m x n &r ett rektangulért talschema med m rader och n kolonner,
aix - Qin
A —

m1 Qmp

Ett matriselement a;; (rad nr ¢, kolonn nr j) skrivs A(i, j) 1 MATLAB. Med [m,n]=size(A) far vi
matrisens storlek, medan m=size(A,1) ger endast antal rader och n=size(A,2) ger endast antal
kolonner.

En matris av storleken m x 1 kallas kolonnvektor och en matris av storleken 1 x n kallas radvektor,

Element nr ¢ ges i MATLAB av b(i) och antalet element ges av m=length(b). Motsvarande géller
for radvektorn c.

2 Hantering av matriser

En matris kan betraktas som en samling av kolonner:

ap, - ay o i
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Pa motsvarande sétt kan man dven betrakta den som en samling av rader.



I MATLAB plockar man ut kolonn nr 7 med A(:,j). Har dr j kolonnindex medan radindex ¢ =
1,...,m representeras av tecknet kolon (:). Man kan dven skriva A(1:m,j). Pa motsvarande sétt
ges rad nr ¢ av A(i,:) eller A(i,1:n).

Vi kan ta ut ett block ur en matris med A(iv,jv) dér iv &r en vektor med radindex och jv
ar en vektor med kolonnindex. Resultatet blir en matris med length(iv) rader och length(jv)
kolonner.

>> A=[1 35; 79 11; 2 4 6] >> B=A([2 3],[1 3])
A= B =
1 3 5 7 11
7 9 11 2 6
2 4 6
Transponatet AT av en matris A ges av apostrof (?).
>> A=[1 3 5; 7 9 11] >> B=A’
A= B =
1 3 5 1 7
7 9 11 3 9
5 11

Uppgift 1. Skriv in féljande matriser i MATLAB.

147 10 45 6 1
A=|258 11|, B=1(3 2 1| c= (3|, d=[0 2 4]
369 12 111 5

(a). Sétt in kolonnvektorn ¢ som 3:e kolonn i A och sitt in radvektorn d som 2:a rad i B.

(b). Lat 1:a och 3:e raden i A byta plats och lat dérefter den 2:a och 4:e kolonnen byta plats.

3 Bygga upp matriser

Med funktionerna zeros och ones kan man i MATLAB bilda matriser med nollor och ettor. Exem-
pelvis zeros (m,n) ger en matris av storleken m x n fylld med nollor. Med zeros(size(A)) far vi
en matris fylld med nollor av samma storlek som A. Motsvarande géller fér ones.

Enhetsmatriser bildas med funktionen eye, med eye(n) far vi enhetsmatrisen av storleken n x n.
Man kan ocksa anvinda eye for att bilda rektanguldra matriser med ettor pa huvuddiagonalen och
nollor for 6vrigt. Med eye(m,n) far vi en sadan matris av storleken m x n och med eye(size(A))
far vi en av samma storlek som A.

Med diag bildas diagonalmatriser. En vektor kan ldggas in pa en viss diagonal enligt

>> d=[2 3 7]1; >> d=[2 3 7]1;
>> A=diag(d,0) % eller A=diag(d) >> A=diag(d,1)
A= A=
2 0 0 0 2 0 0
0 3 0 0 0 3 0
0 0 7 0 0 0 7
0 0 0 0

Huvuddiagonalen markeras med 0, diagonalen ovanfor till hoger med 1, diagonalen nedanfor till
vanster med -1, osv. Matrisen blir sa stor att vektorns alla element far plats lings angiven diagonal.



Man kan bygga upp matriser blockvis av andra matriser med hakparanterer ([ 1). Vi har gjort
detta i samband med att vi bildade den utokade matrisen E = [A b]. Da satte vi i MATLAB ihop
n x n-matrisen A med n x 1-matrisen (kolonnvektor) b till n x (n + 1)-matrisen E enligt E=[A b].

Vi kan sétta ihop tva matriser A och B horisontellt med [A B] om antal rader i de tva matriserna
ar lika. Tva matriser A och B kan séttas ihop vertikalt med [A; B] om antal kolonner i de tva
matriserna ar lika.

Uppgift 2. Radera matrisen B (clear B) och skriv in den igen genom att forst bilda kolonnerna

och sedan sétta in dem i matrisen B = [by by bg].

Uppgift 3. Bilda matrisen

0 7 8 7
7 5 6 5
A= 8§ 6 10 9
7 5 9 10

Bilda delmatriserna A,;;, av storlek 2 x 2, i partitioneringen (se Lay avsnitt 2.4)

A Ap
A_ pum—
{ Az Ay }

genom att ta ut delar av matrisen A. (Se forra avsnittet hur man gér i MATLAB.)

Hur kan man bilda A i MATLAB, da delmatriserna A;; r givna? Forsok aterskapa A med delma-
triserna AH, Alg, A21 och A22

4 Operationer pa matriser

Matris-vektorprodukten y = Ax av en m X n-matris och en n-kolonnvektor ar en m-kolonnvektor
som ges av

Y1 air 0 Qi T a11T1 + a12To + -+ - -+ A1, Ty
Ym Am1  * " Amn Tn Am1 T + Am2T2 + -+ Ayn Ly
y A X Ax

eller elementvis
n
Yi = E AijTj = ATy + AT + o0+ Qinlp
Jj=1

Matris-vektorprodukten y = Ax kan beriknas i MATLAB med den inbyggda matrismultiplikatio-
nen (*) enligt y=A*x eller med lite egen programmering (som bygger upp y elementvis)



>> y=zeros(m,1);

>> for i=1:m
s=0;
for j=1:n

s=s+A(1,j)*x(j);
end
y(i)=s;
end

Ett alternativt sitt att introducera matris-vektorprodukt &r att definiera Ax som en linjarkombi-
nation av kolonnerna i A, (se Lay avsnitt 1.4)

T
y =Ax = [al an} | =xay Fx0ag+ -+ A, =
Tp
ai1 12 Q1p
= T + ) + -t Tn
Am1 Am?2 Amn,

I MATLAB skulle vi, for t.ex. n = 3, skriva
>> y=A(:, D) *x(1)+A(:,2)*x(2)+A(:,3) *x(3)
och for ett storre viarde pa n skulle vi kunna bilda linjérkombinationen enligt

>> y=zeros(m,1);
>> for j=1:n
y=y+A(:, ) *x(3);
end

Matris-matrisprodukten C = AB av en m X n-matris A och en n x p-matris B, med kolonner
by, -+, b,, dr en m X p-matris som ges av

C=AB=A[by,---,b,| =[Aby,--- ,Ab,]
eller elementvis

n
Cij = E Qigbj, =1, ,m, j=1--.n
k=1

Matrismultiplikationen C = AB kan berdknas i MATLAB med den inbyggda matrismultiplikatio-
nen (*) enligt C=A*B eller med lite egen programmering (som bygger upp C elementvis)

>> C=zeros(m,p);
>> for i=1:m
for j=1:p
cij=0;
for k=1:n
cij=cij+A(i,k)*B(k,j);
end
C(i,j)=cij;
end
end



Alternativt bygger vi upp kolonnvis enligt

>> C=zeros(m,p);
>> for j=1:p
C(:,j)=A*B(:,7);
end

Uppgift 4. Skriv in féljande matriser i MATLAB.
9

10 45 6 1
, B=1{3 2 1|, x=|1|, a=[-1 0 1]
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Berdkna foljande produkter, bade fér hand, dvs. med penna och papper, och med MATLAB, dvs.
med inbyggda matrismultiplikationen (%),

Ax, Bx, AB, ax, xa, aB.

Berdkna produkten Ax &ven genom att ni skriver en egen programkod i MATLAB. Skriv snyggt
och tydligt.

Uppgift 5. Bilda

1
A: O 7C:
1

O = O
— o O

1
, B=| -2
0

O = O
_ o O
[NOREN V)

11
10
21

(a). Kontrollera att associativa och distributiva lagarna géller for dessa matriser.

Du skall alltsa se att A(BC) = (AB)C respektive A(B + C) = AB + AC och (B+ C)A =
BA + CA.

(b). Vanligtvis &r matrismultiplikation inte kommutativ. T.ex & AC # CA och BC # CB
(kontrollera géirna), men vad géller for AB och BA?

5 Sma linjira ekvationssystem

Matriser anvéinds bland annat for att skriva ned linjéra ekvationssystem. I MATLAB finns backslash-
kommandot (\) eller alternativt kommandot rref (row-reduced-echelon form) som loser systemet,
Ax = Db enligt

>> x=A\b
>> rref ([A bl)

Backslash-kommandot anvinds nédr A ar en kvadratisk matris och vi vet att vi har en entydig
16sning. Har vi fria variabler sa anvénder vi rref som reducerar den uttkade matrisen [A b till
reducerad trappstegsform.

Vid numeriska berikningar skall man inte bilda x = A~'b, dvs. man skall inte bilda inversen
och multiplicera med den. Det blir mindre effektivt och mindre noggrant, speciellt for lite storre
matriser.



6 Stora och glesa linjira ekvationssystem

En del problem har vildigt manga obekanta och ger stora matriser. Finns det fa kopplingar blir
det manga nollor i matrisen, vi far en s.k. gles matris. Vi skall se hur MATLAB hanterar detta.
Nér vl matrisen dr lagrad kinner MATLAB av att det &r en gles matris nér vi t.ex. vill berdkna

16sningen till ett linjart ekvationssystem.

Som exempel tar vi matrisen

(70
0 2
A=|3 0
10
0 -5

O O O o O

=~ O O Ot

0

Detta &r en gles matris och en lagringsmetod &r att lagra tripplar (i, j, a;;) for de element som &r
skilda fran noll. Vi bildar en tabell 6ver nollskilda element och deras rad- respektive kolonnindex.

3 44 5 55

l 112 23

i |1 42 31

51 4 2 35

A 7528311 14-5 96

I MATLAB bildar man tre vektorer av rad- och kolonnindex samt matriselement.

>> ivec=[1 122334455 5];
>> jvec=[1 42315142 35];
>> aijvec=[7 52 -8 3 11 1 4 -5 9 6];

och bildar den glesa matrisen med funktionen sparse enligt

>> A=sparse(ivec, jvec,aijvec)

A =
(1,1) 7
(3,1) 3
(4,1) 1
(2,2) 2
(5,2) -5
(2,3) -8
(5,3) 9
(1,4 5
(4,4) 4
(3,5) 11
(5,5) 6

Utskriften visar alla nollskilda element och deras plats i matrisen. Med funktionen full kan vi
omvandla en gles matris till en vanlig fylld matris enligt

>> FA=full(A)

FA =
7 0 0 5 0
0 2 -8 0 0
3 0 0 0 11
1 0 0 4 0
0 -5 9 0 6

Hér far vi en kontroll att vi bildat ratt matris.



Detta var ingen stor matris, vi ville visa principerna foér hur man bildar en gles matris med sparse.

Som exempel pa en lite storre gles matris tar vi: Fackverk — Krafterna i de olika grenarna av det
statiskt bestimda fackverket i figuren nedan skall bestimmas da angivna yttre krafter &r anbringade.
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Genom att ansitta kraftjamvikt i horisontal- och vertikalled i knutpunkterna far vi ett linjart
ekvationssystem Ax = b for de sokta krafterna i fackverkets grenar. Beroende pa om vi anviander
friliggning eller inte blir matrisen A av storleken 13 x 13 eller 16 x 16, vi har alltsa 13 eller 16
obekanta. Gor det gérna om ni hinner.

Efter att i MATLAB ha bildat den glesa matrisen A, hogerledsvektorn b sa beréknar vi l6sningen x
med x=A\Db. Eftersom matrisen &r lagrad som en gles matris kommer MATLAB l6sa ekvationssyste-
met med metoder som utnyttjar gleshetsstrukturen for att mycket effektivt och noggrant berdkna
16sningen.

Med spy (A) ser vi att bara 30 av de 169 elementen i matrisen &r skilda fran noll.

0 0
[} [ ] e 0000 [ ] [ 2 BN
2 ) 2 oo o0 000000000
[} [ 2N ) [ ]
41 @ ) ) 4 o000 0 ) oo o
[ ] [ ] e 0000 [ ] [ N BN ]
6 ° 6 o0 000060000 O0COC0C
[ 2N [ 2N J [ ]
8 ) ) ) 8 o000 0 ) oo o
[} [ ] e 0000 [ ] [ 2 BN ]
10 ) 10 o0 o000 o000 00
[ N J [ ] [}
12 ) o e 12 o000 0 ) oo o
[ 2N ) e 0000 [ ] o 0o 00
14 14
0 5 10 0 5 10
nz =30 nz =103

Vi gor spy (inv(A)) och ser att inversen A~! &r en niistan fylld matris, detta dr typiskt for inversen
till glesa matriser. Detta dr ett av skélen att man inte skall bilda inverser och multiplicera med
dem, utan istéllet direkt 16sa med ldmplig metod.

Vid riktiga tillaimpningar ar 1000-tals eller 10000-tals obekanta inget ovanligt, &ven 100000-tals
obekanta forekommer titt som tétt. Da kan vi prata om stort.

I manga linjira ekvationssystem fran tekniska tillimpningar &r matrisen en s.k. bandmatris, dvs.
matrisen har diagonaler av nollskilda element oftast samlade ndra huvuddiagonalen. En sadan ma-
tris kan man bilda med sparse men enklare och mer effektivt &r att anvdnda funktionen spdiags.



Som ett forsta litet exempel tar vi matrisen

2 -1 0 0 0

-1 2 -1 0 0

A= 0 -1 2 -1 0
o 0 -1 2 -1

o o0 0 -1 2

Detta &r en bandmatris med tre diagonaler (ofta kallad en tridiagonal matris). I MATLAB bildar
vi en vektor fylld med 1:or, dérefter placerar vi in denna vektor (multiplicerad med 2 respektive
-1) som diagonaler med spdiags enligt

>> n=5; ett=ones(n,1);
>> A=spdiags([-ett 2xett -ett],[-1 0 1],n,n);

Diagonalerna sétts ihop som kolonner i en matris med [-ett 2%ett -ett], de maste darfor vara
lika langa. Kolonnerna placeras som diagonaler i ordningen som ges av vektorn [-1 0 1] och det
hela skall bli en n x n-matris, dédrav n,n allra sist.

Som exempel pa ett lite storre linjart ekvationssystem med en gles matris dar spdiags ér lamplig
att anvianda tar vi: Virmeledning — Vi skall berédkna temperaturen pa en stalplatta dar plattans

kanter halls vid temperaturer enligt figuren.
40°C
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Vi ldgger ett gitter (grid) 6ver omradet med n = 3 punkter horisontellt respektive vertikalt och
betecknar temperaturerna i de sammanlagt n? = 9 olika gitterpunkterna med w;, us, - - - , ug. Antar
vi att temperaturen i en gitterpunkt dr medelvérdet av temperaturena i de ndrmsta gitterpunkterna
i vdster, dster, soder och norr sa kan vi skriva upp de ekvationer som ger temperaturerna.

uy = (80 + uz + 20 + uy) 4uy — upy —ug = 20+ 80
uy = 5 (ur +us + 20 4 us) dug —uy —ug —us =20

uz = (up +100 + 20 + ug) duz — ug — ug = 20 + 100

Vi skriver pa matrisform Au = b enligt

4 -1 0 --- Uy 20+ 80
-1 4 -1 .- Us 20+ 0

o -1 4 --- us | — | 204100

Uppgift 6. Skriv ned alla ekvationer pa papper och gor fardigt matrisformen. Bilda matrisen
med spdiags, ungefir pa sammma sédtt som i exemplet hogst upp pa sidan. Tank pa att ni inte
har -1:or 6verallt pa diagonalerna precis nedanfér och ovanfér huvuddiagonalen. Ni maste justera
matrisen ni bildat. Bilda sedan hogerledsvektorn och 16s ekvationssystemet i MATLAB. Far ni
rimliga temperaturvirden?



Resten av laborationen ar frivillig!

Nér ni ar klara med sista uppgiften har ni férhoppningsvis kommit fram till féljande resultat:

4 -1 0 -1 0 0 0 0 O Uy 20 80
-1 4 -1 0-1 0 0 0 O Uy 20 + 0
0 -1 4 0 0 -1 0 0 O us 20 100
-1 0 0 4 -1 0 -1 0 0 Uy 0 80
0-1 0 -1 4 -1 0-1 0 Us = 0 + 0
0 0 -1 0 -1 4 0 0 -1 Ug 0 100
0O 0 O -1 0 0 4 -1 0 Uy 40 80
0O 0 O 0-1 0 -1 4 -1 ug 40  + 0
0 0 O 0 0 -1 0 -1 4 Uy 40 100

Vi har markerat en blockstruktur, block som beskriver samband horisontellt respektive vertikalt.
Med n inre punkter i gittrets bada led far vi n x n stycken block av storleken n x n. Matrisen A
blir av storleken n? x n?. Hogerledet b blir en kolonnvektor med n? element.

Om vi véljer n storre sa far vi ett téitare gitter och darmed en béttre approximation av temperaturen
pa plattan.

Utgaende fran strukturen hos matrisen A och hogerledet b for n = 3 kan vi sluta oss till hur A
och b ser ut for allménnt n.

Hér ar ett skript som fungerar for godtyckligt n. Testa genom att sidtta n = 3 och anvianda full
for att se efter att resultatet blir samma som forut.

n=30; n2=n"2; e=ones(n2,1);

% Bilda A

A=spdiags([-e -e 4*e -e -e],[-n -1 0 1 n],n2,n2); Y Bra boérjan, men vi har fatt

for k=n:n:(n-1)*n 7 nagra -1l:or dédr det skall vara O:or (réda i matrisen ovan)
A(k,k+1)=0; % justera diagonal +1
A(k+1,k)=0; % justera diagonal -1

end

% Temperaturen pa kanterna (nedre, &vre, vanstra, hogra)

gl=20*ones(n,1); g3=40*ones(n,1); g2=80*ones(n,1); g4=100*ones(n,1);

% Bilda b

b=[gl % Block med kdnd temp fran nedre kant ovanfor
zeros((n-2)*n,1) Y% n-2 block med O:or och
g3]; % underst block med kdnd temp fran 6vre kant
for j=1:n
j1=(j-1)*n+1; % Forsta index for block j och
jn=j*n; % sista index for block j

b(j1)=b(j1)+g2(j); % Addera i bdérjan av varje block och
b(jn)=b(jn)+gd(j); % i slutet av varje block
end

% Beridkna u
u=A\b;



Hér ser vi gleshetsstrukturen for A da n = 3, dvs. da A ar en 9 x 9-matris, och da n = 30, dvs.
da A dr en 900 x 900-matris. Vi ser att vi har glesa matriser och forstar varfér man kallar dem
bandmatriser. Utskriften av nz ger antal element skilda fran noll.

0 0
°
2 o o @ ° 200
o o °
ar e * 400
° ° °
6 ° ° °
° 600
8 °
° o o 800
10
0 5 10 0 200 400 600 800
nz =33 nz = 4380

Motsvarande inverser &r fyllda matriser. Bara att multiplicera med dem &r kostsamt (da n ar lite
storre), for att inte tala om att berdkna dem. Aven lagra sa mycket data i onédan ar dumt.

0 0
e e 0o 06 06 0 0 0 o
2] @ © ©¢ © © © o o o 200
e o 06 0606 0 0 0 o
Al © © @ © © © © o o
400
e e 06 06 06 0 0 0 o
6| © © ©¢ © ©¢ © © o @
e e 0o 06 06 0 0 0 o 600
8] © © @ ¢ © ©¢ © o o
e ©6 06 0o 06 0 0 0 o 800
10
0 5 10 0 200 400 600 800

nz =81 nz=810000

Hér ser vi berdkningstider (sekunder pa typisk labdator) for olika n.

Gittertathet n 3 10 20 30 60 100
Antal obekanta n? 9 100 400 900 3600 10000
Gles x=A\b 0.001 0.002 0.002 0.003 0.01 0.03
Fylld x=A\b 0.00008 0.0004 0.008 0.03 1.2 26.3
Invers x=inv (A) *b 0.00008 0.0009 0.01 0.2 14.0 290

Vi ser att ndr matriserna blir lite storre sa édr det viktigt att anvinda lamplig teknik for glesa
matriser.

Nu skall vi rita upp temperaturen, bade som en fargad yta och med s.k. nivakurvor, som visar lika
temperatur (isotermer).

Vi skall se temperaturen som en funktion U(x,y) ar tva variabler x (14get horisontellt) och y (laget
vertikalt), se figuren nedan. Motsvarigheten till en funktionskurva, som vi ritar med plot, blir en
funktionsyta, som vi ritar med surf. Ytans nivaer (tdnk hojd 6ver havet) ritar vi med contour.
(I kursen flervariabelanalys kommer vi i laborationerna anvénda surf och contourf en hel del.)
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For att rita plattans temperaturer maste vi gora en rekonstruktion. Vi har placerat temperaturen i
de olika gitterpunkterna i en kolonnvektor u och vi skall bilda en matris U for att efterlikna plattan
enligt

80 40 40 40 100

80 Uy Ug  Ug 100
80 Ug Us Ug 100
80 Uy Uz U3 100

80 20 20 20 100

Vi har satt in plattans kanttemperaturer som ram i matrisen och i mitten fyllt pa med temperaturen
i de olika gitterpunkterna. Sa hér gor vi i MATLAB

% rekonstruktion -- bilda matris U med u-védrden pa plattan
U=reshape(u,n,n)’; 7% Har styckar vi upp u
U=[g2(1) gl’ g4(1)

g2 U g4

g2(n) g3’ g4(n)l;
% plottning -- rita upp matrisen U
L=1; h=L/(n+1); x=0:h:L; y=0:h:L;
figure(1)
surf (x,y,U)
xlabel(’x’), ylabel(’y’), zlabel(’U(x,y)’)
figure(2)
contourf (x,y,U,20)
axis equal, axis tight, colorbar
xlabel(’x’), ylabel(’y’)

Hér ser vi resultatet av den berédkning dér vi tog n = 30.

100 ‘
I::I""q'\ y l
26920 9 0
= S SKABON
2 50 SRR |
5 Sl
0
1

Vi ser hog temperaturen som rott och lag temperatur som blatt. Isotermerna ser vi till hoger.
Stapeln ger en Oversidttning mellan farg och temperatur.
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CTH/GU Uppfdljning av LABORATION 2 TMV142 - 2014/2015
Matematiska vetenskaper

1 Malsattning

Avsikten med denna laborationen &r att fortsdtta med linjira ekvationssystem och matriser. Vi ser
pa hantering och uppbyggnad av matriser samt operationer pa matriser. Dérefter ser vi pa linjara
ekvationssystem, dels med sma koefficientmatriser men ocksa med stora och glesa koefficientma-
triser som ofta uppstar i tekniska tillampningar.

2 Kommentarer och forklaringar

Matris-vektorprodukt samt matris-matrisprodukt gér man givetvis normalt med den i MATLAB
inbyggda matrisprodukten (*). Den egna programmeringen vi gjorde var enbart en 6vning i just
programmering samt i att hantera indexering och liknande i MATLAB.

3 Larandemal

Efter denna laboration skall du i MATLAB kunna
e bygga upp hantera matriser
e utfora de vanliga matrisoperationerna

e bygga stora, glesa matriser med sparse och spdiags
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