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Matematiska vetenskaper

Newtons metod

1 Inledning

Vi skall se pa Newtons metod for att 16sa ekvationer av typen f(x) = 0, dvs. stka nollstéllen till
en funktion f. Newtons metod dr mycket effektiv, bara vi har en bra férsta approximation av en
16sning.
Som exempel kan vi ta,

f(x)=05(z—2)* -2 cos(22) —1.5=0
Vi borjar med att rita grafen till f for att fa en uppfattning om hur manga nollstéllen vi har och

ungefir var de ligger.

>> f=0(x)0.5%(x-2) .7 2-2*cos(2*x)-1.5;
>> x=linspace(-3,7);

>> plot(x,f(x))

>> axis([-3 7 -5 10]), grid on

Vi ser 16sningar till f(z) = 0 som de punkter dir grafen skir z-axeln.
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Vi kan grafiskt ldsa av en forsta approximation av en 16sning for att sedan férbattra denna med
Newtons metod.

2 Newtons metod

Antag att xp &r en approximation av ett nollstélle till ekvationen f(z) = 0. Fo6lj tangenten i
punkten (xy, f(zx)), dvs.

y = flax) + f(zp)(x — )
ned till z-axeln (y = 0) och tag skdrningspunktens z-koordinat

f(xx)

Tky1 = T — f’(ﬂfk)

som en ny approximation av nollstéllet.




Vi ser pa nagra steg med metoden: Starta med en approximation zy av ett nollstélle till f(x) = 0.
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Bilda tangenten y = f(xo) + f'(z0)(x —z0) till fix = g och tag dess skidrningspunkt med z-axeln
som en ny approximation
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Bilda tangenten y = f(z1) + f'(x1)(z — 1) i = 27 och tag dess skiirningspunkt med x-axeln som
en annu nyare approximation
f(a1)

f'(z1)

To = T1 —

Som exempel tar vi: Los ekvationen f(z) = 0 dir f(x) = cos(z) — . En graf av funktionen (rita
den girna) visar att vi har ett nollstéllen néra zo = 0.75 som vi tar som startapproximation.

>> f=Q@(x)cos(x)-x; Df=0@(x)-sin(x)-1;
>> x=0.75;
>> kmax=10; tol=0.5e-8;
>> for k=1:kmax
h=-f (x) /Df (x) ;
x=x+h;
disp([x h])
if abs(h)<tol, break, end
end

0.739111138752579 -0.010888861247421
0.739085133364485 -0.000026005388094
0.739085133215161 -0.000000000149324

I kolumnen till vénster ser vi xj-virdena och i den till hoger ser vi motsvarande f(xy)-varden.
Vi ser att vi far snabb konvergens, dvs. vi far snabbt ett noggrant resultat. Iterationen avbryts
eftersom vi har mer ar atta korrekta decimaler (felet mindre &n % x 107%).



Uppgift 1. Lat f(z) = 2% — cos(4x). Los ekvationen f(x) = 0. Rita upp grafen till f for att se var
ungefir l6sningarna (skdrningspunkterna) ligger. Hur manga l6sningar finns det? Lis av i grafiken
en forsta approximation av en 16sning for att sedan forbéttra denna med Newtons metod. Rita ut
16sningen med en liten ring. Upprepa tills du berdknat alla 16sningar till ekvationen.

Man kan ldsa om Newtons metod i Adams 4.2.

3 Eget program i MATLAB

Det &r praktiskt att packetera en metod genom att skriva ett program eller funktion som utfor
metoden. Vi gjorde det i forra veckan for intervallhalveringsmetoden och nu gor vi det dven for
Newtons metod.

Uppgift 2. Skriv en function som léser ekvationen f(z) = 0 med Newtons metod. Funktionen
skall heta min newton och skall som indata ges tva funktioner, dels en som beriknar f(z) dels
en som berdknar f’(x), en startapproximation av l6sningen, samt den noggrannhet 16sningen skall
bestdmmas med. Funktionen skall som utdata ge en approximation av nollstéllet som uppfyller
noggrannhetskravet.

Funktionen skall innehalla en hjélptext som beskriver hur den skall anvindas. Skriver vi help
min newton i Command Window sa skall det se ut nagot liknande:

>> help min_newton
min_newton - berdknar nollstdlle till f(x) givet startapproximation xO.
Syntax:
x = min_newton(f,Df,x0,tol)
Argument:
f - funktionshandtag: pekar pa namnet till en funktionsfil eller
till en anonym funktion. T.ex. f=Q@funk eller f=0(x)cos(x)-x
Df - funktionshandtag: pekar pa namnet till en funktionsfil eller
till en anonym funktion som ger derivatan av f.
T.ex. f=0Dfunk eller Df=0@(x)-sin(x)-1
x0 - ett tal som ger en startapproximation av nollstédllet.
tol - positivt tal som anger onskad noggrannhet for nollstadllet.
Returnerar:
x - ett tal som ger approximativt nollstéalle.
Beskrivning:
Programmet berdknar ett approximativt nollstdlle till f(x) med
Newtons metod.
Exempel:
x = min_newton(@(x)cos(x)-x,0(x)-sin(x)-1,1.0,1e-5)

For att underldtta lite finns ett programskal min_newton.m pa MATLAB-hemsidan att utga ifran.

Uppgift 3. Préva nu din funktion min newton pa féljande ekvationer. Rita grafer och berdkna
samtliga nollstéllen.

(a). f(z)=0.5(x—2)>—2cos(2z)—1.5=0 (b). f(z) =23 —cos(4x) =0



4 Fardigt program i MATLAB

Det finns en fardig funktion fzero for att 16sa icke-linjdra ekvationer. For en sista gang ser vi pa
exemplet fran inledningen. Vi har alltsa

f(z)=0.5(x—2)* -2 cos(22) — 1.5 =0,
och i MATLAB loser vi med

>> f=0(x)0.5%(x-2) .7 2-2*cos(2*x)-1.5;
>> x0=4;
>> x=fzero(f,x0)
x =
3.8664

Leta gérna upp hjaptexten for funktionen fzero och las lite.

Utskriften av berikningsresultatet ovan gjordes med fem siffror. Vill vi fa fler siffror utskrivna
kan vi ge kommandot format long innan utskriften. Med format short far vi tillbaka den korta
varianten. Sa kallad scientific notation far vi med format short e respektive format long e.

Uppgift 4. Betrakta ekvationen

3 +sin(27)

f(2) = T sagm — 12 =0

Rita graf och berdkna samtliga nollstéillen noggrant med fzero. Ténk pa att anvdnda kompo-
nentvisa operationer.
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1 Malsattning

Avsikten med denna laboration ar att forsta Newtons metod. Programmeringsarbetet ar enkelt,
men gor det lattare att forsta hur ett fardigt program &r konstruerat. Avslutningsvis skall vi
bekanta oss med fzero, ett fardigt program for ekvationslésning i MATLAB.

2 Kommentarer och forklaringar

Newtons metod utnyttjar funktions- och derivataviarden for att lokalt med en rét linje approximera
den funktion vi soker nollstélle till. Varje ny approximation ger en battre bestamning av nollstéllet.
Det finns dock en svag punkt, en rit linje dr inte alltid en bra approximation i ett stort omrade.
Vi maste darfor alltid ge Newtons metod en bra forsta gissning av nollstéllet. Men det &r inget
storre problem for vi skall ju dnda rita en graf sa att vi far grepp om hur manga nollstallen det
finns, var ungefar de ligger och vilka som &r av intresse for oss.

Det fiardiga programmet fzero bygger pa Newtons metod (och till en del pa intervallhalverings-
metoden). Derivatan av funktionen (som vi soker nollstélle till) approximeras i programmet sa vi
behover inte ge den.

3 Larandemal

Efter denna laboration skall du kunna
e redogora for den grundldggande idén i Newtons metod

e losa ekvationer f(x) = 0, genom att beskriva f som en function i MATLAB, rita dess graf,
grovt lokalisera nollstéllen av intresse och sedan bestdmma dem noggrant med er funktion
min_newton

e anvinda fzero for ekvationslosning



