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Matematiska vetenskaper

System av ordinadra differentialekvationer

1 Inledning

Vi skall se lite pa system av ordinédra differentialekvationer av typen

u/(t) = f(t,u(t))

och vi skall se hur hégre ordningens differentialekvationer kan skrivas om som system av forsta
ordningens ekvationer.

2 System av differentialekvationer

Som exempel pa ett system av ekvationer tar vi: Populationsdynamik— Vi betraktar population av
bytesdjur (kaniner) som lever tillsammans med en population rovdjur (révar). Lat u; (t) respektive
us(t) beteckna antalet kaniner respektive révar vid tiden ¢. En enkel matematisk modell for
populationernas utveckling ges av Volterra-Lotka-ekvationerna:

uy (1) = auy(t) — buy(t)us(t)
uy(t) = —cus(t) + dus(t)us(t)

Koefficienterna a, b, ¢, d ar positiva. Termen a u;(t) representerar netto-fodelse-dodstalet i en en-
sam kaninpopulation. Termen —cus(t) dr motsvarande for ridvarna. Termen —buy(t)us(t) &r an-
talet kaniner som blir uppétna per tidsenhet. Termen duq(t)us(t) dr antalet ravar per tidsenhet
som Gverlever pa grund av tillgang pa foda. Observera teckenkombinationen i ekvationerna. Vad
blir 16sningen om populationerna ér ensamma (b= d = 0)7

Var differentialekvation har formen
{ u' = f(t,u)

u(0) = uy
dér 0
|w | aur —buyus ~|ui(0
= {UJ , Fltu) = [ —cug + dujusy ] > o= |:U/2(0):|
Detta ar precis samma typ vi borjade med, fast nu har vi vektorer. Metoderna vi sag pa da
fungerar lika bra nu.

Vi beskriver hogerledet i differentialekvationen med en funktion

function f=volterra(t,u)
a=0.5; b=0.3; ¢=0.2; d=0.1;
f=[ a*xu(1)-b*u(l)*u(2)
—cxu(2)+d*u(1)*u(2)];



Vi l6ser sedan med funktionen ode45 och ritar upp enligt

>> u0=[0.5;0.3];
>> [t,U]=o0de45(@volterra, [0 80],u0);

>> figure(1), clf

>> plot(t,U(:,1),t,U(:,2),’r--")

>> legend(’Bytesdjur’,’Rovdjur’)

>> xlabel(’Tiden’), ylabel(’Population’)
>> title(’Volterra-Lotka’)
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Uppgift 1. Los Volterra-Lotka-ckvationerna med ode45. Andra koefficienterna till @ = 0.5, b =
0.3, c=0.2, d = 0.05.

3 Hogre ordningens differentialekvationer

Hogre ordningens differentialekvationer kan skrivas om som system av forsta ordningen. Dessa
system kan sedan losas numeriskt.

Som exempel tar vi den matematiska pendeln. En masspunkt med massan m hénger i en viktlos
smal stav av ldngden /.
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Med beteckningarna i figuren och Newtons andra lag far vi rérelseekvationen

mlO(t) = —mgsin(A(t))

Vi vill bestdimma l6sningen for olika begynnelseutslag 6y, dvs. 6(0) = 6, da vi slipper pendeln
fran vila, dvs. (0) = 0.



Om vi later ¢ = 6, dvs. infér vinkelhastigheten, kan ekvationen skrivas

{9=¢, 0(0) = bo
¢ =—%sin(0), »(0)=0

For att komma till standardform later vi u; = 6 och us = ¢ och far

{ u’l = U2, ul(O) = 90

uy = —9sin(uy), uz(0) =0

Nu har vi standardformen

{Eolu u=[u] e =" | w0

14

Vi beskriver differentialekvationen i MATLAB med funktionen

function f=pendel(t,u,g,l)
f=[u(2)
-g/1*sin(u(1))];

Foljer 16sningskurvorna med ode45 fér nagra olika begynnelseutslag och ritar en bild som visar
l6sningarna (t,0(t)) och fasportriatten (6(t),0(t)) for de olika begynnelseutslagen.

g=9.81; 1=0.1; theta0=[30:20:110]1%pi/180;
tspan=linspace(0,1,200);

for k=1:1length(thetal)
u0=[thetaO(k);0];
[t,Ul=ode45(@(t,u)pendel(t,u,g,1l) ,tspan,ul);
subplot(1,2,1), plot(t,U(:,1)), hold on
subplot(1,2,2), plot(U(:,1),U(:,2)), hold on
end

subplot(1,2,1), hold off

xlabel (’$t$’, ’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12)

ylabel (’$\theta(t)$’,’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12),
subplot(1,2,2), hold off

xlabel (’$\theta(t)$’,’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12)
ylabel (’$\dot{\theta}(t)$’, ’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12)
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Fran figuren ser vi att periodlingden ¢kar med 6kande begynnelseutslag.



Uppgift 2. En ddmpad matematisk pendel beskrivs av

mlO(t) = —mgsin(0(t)) — clO(t), t>0
{ 0(0) =6, 6(0)=0

dér ¢ dr dampningskonstanten. Los problemet for £ = 0.1, m = 0.1 och ¢ = 0.2 och nagra olika
begynnelseutslagsvinklar. Anvind ode45.

Nér vi gjorde figuren ovan i MATLAB skrev vi formlerna med I¥TEX-kod. Sa brukar matematiker
skriva formler for att de skall bli snygga. Men vi far vi se det som 6verkurs.
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1 Malsiattning

Avsikten med laborationen &r att se hur man loser begynnelseviardesproblem for system av dif-
ferentialekvationer och vi anvédnder oss av ode45 for berdkningarna. Vidare ser vi hur en hogre
ordningens differentialekvation kan skrivas om som ett system av férsta ordningens ekvationer.
Systemet far lika manga ekvationer som ordningen pa ursprungliga ekvationen.

2 Kommentarer och forklaringar

Vart program min_ode kan ldtt modifieras sa att det klarar av system av differentialekvationer.
En andra ordningens differentialekvation

u' = g(t, u, u)

kan om vi later u; = u, uy = v/, skrivas om som system av forsta ordningens ekvationer

u' = f(t, u)
dar

En tredje ordningens differentialekvation

ul” = g(t7 u? ul? u”)

kan om vi later u; = u, us = u’, uz = u”, skrivas om som system av forsta ordningens ekvationer

u = f(t, u)
dar
U1 (%)
u= | u |, f(t,u)=| us
us g(tu Uy, U2, u3)

3 Larandemal
Efter denna laboration skall du kunna
e med oded5 losa och rita upp losningar till system av differentialekvationer

e skriva om hogra ordningens differentialekvationer till system av férsta ordningen



