CTH/GU LABORATION 1 TMV143/TMV186- 2023/2024
Matematiska vetenskaper

Linjara system av differentialekvationer

1 Inledning

Vi har i envariabelanalysen sett pa allména system av differentialekvationer med begynnelsevillkor
{ u =f(t,u), a<t<b
u(a) =u,
Nu skall vi studera 16sningar till linjdra system av differentialekvationer
{ u=Au 0<t<T
u(0) =uy
ddr A &r en konstant matris. Sambandet mellan f och matrisen A ges av:
f(t,u) = Au
Det &r enkelt att losa det linjara systemet i MATLAB med

>> f=@(t,u)Axu
>> [t,U]l=o0ded5(f, [0,T],ul)

Till skillnad fran de flesta icke-linjara system sa kan vi 16sa de linjdra systemen analytiskt (dvs.
exakt) med den sa kallade egenvirdesmetoden.

2 Riktningsfalt och fasportratt

For att fa en lite béttre uppfattning av vilka egenskaper systemet u’ = Au har sa skall vi titta
ndrmare pa hogerledet: F(u) = Au. Funktionen F &r exempel pa en vektorvird funktion och
kallas wvektorfilt.

For varje initialvérde till u/(¢) = Au(t) sa har vi en (okénd) l6sning u(¢). Fran differentialekva-
tionen har vi

u' = Au=F(u)

Vektorfiltet F ger oss i varje punkt u den riktning i vilken 16sningen férédndras och dess langd
fordndringstakten. Genom att i ett lampligt antal punkter u markera styrka och riktning for
vektorn F(u) med en pil sa far vi ett riktningsfilt.

Genom att rita upp detta riktningsfilt far vi ungefirlig information om hur 16sningen u(t) till
ekvationen beter sig for samtliga mojliga startvirden. Vi kan alltsa skapa kurvan u(¢) genom att
sitta pennan pa den startpunkt vi onskar och sedan félja pilarna.

For att rita vektorfilt i planet anvénder vi kommandot quiver. Men forst maste vi skapa ett
gitter (grid) med de punkter i vilka vi vill sétta ut pilar (som beskriver vektorfiltets storlek och
riktning i respektive punkt).



Om vi som exempel tar F(u) = (u; — ug, ujus) kan vi rita riktningsfiltet enligt
>> ul=linspace(-2,2,30); u2=linspace(-2,2,30);

>> [U1,U2]=meshgrid(ul,u?2);

>> F1=0(ul,u2)ul-u2; F2=0(ul,u2)ul.*u2; s=1.2;

>> quiver (U1,U2,F1(U1,U2),F2(U1,U2),s)

% s - skalfaktor som forlédnger pilarna.
>> axis([-2 2 -2 2])

Vi kan ocksa ldgga till nagra stromlinjer (16sningsbanor) med funktionen streamline, som bygger
pa approximationen

u(t+ h) = u(t) + ha'(t) = u(t) + hF(u)
vilket &r Eulers metod pa systemet u’ = F(u).

>> s1=[-1.2 -1.1 0.35 0.4]; % Forsta-koordinater for fyra
>> s2=[-2 -2 0.2 0.2]; % och deras andra-koordinater
>> h=streamline(U1,U2,F1(U1,U2),F2(U1,U2),s1,s2)

>> set(h,’Color’,’r’,’LineWidth’,2)

startpunkter

och far en bild dér pilarnas riktning visar faltets riktning.
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Ytterligare ett exempel tar vi: Vi loser

u=Au 0<t<T
u(0) =uy

4 -5 4.9
A‘:{ —2 1}’ o= {50]

dar



En (numerisk) 16sning far vi enligt

>> A=[4 -5;-2 1]; u0=[4.9;5.0];
>> F=0(t,u)Ax*u;

>> [t,U]=0ded45(F, [0 10],u0);

Tidigare har vi framst ritat ut graferna for koordinatfunktionerna wuy(t) och wus(t), men det &r

ocksa naturligt att visualisera 16sningen i ett fasportrdtt dar vi ritar uy () mot ug(t). Vi ritar in
nagra sadana kurvor (banor) i ett riktningsfilt:

>> ul=linspace(-1,5,30); u2=linspace(-1,5,30);

>> [U1,U2]=meshgrid(ul,u?2);

>> F1=A(1,1)*U1+A(1,2)*U2; F2=A(2,1)*xU1+A(2,2)*U2;
>> quiver(U1,U2,F1,F2,0.9)

>> axis([-1 5 -1 5]), hold on

>> plot(U(:,1),0(:,2),’r’,’LineWidth’,2)
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Vi ser hur 16sningarna u(t) foljer filtets riktning.

Uppgift 1. Betrakta begynnelsevirdesproblemet

wW=Au 0<t<T
u(0) = ug

Rita riktningsfilt och fasportrétt da



3 Egenvirdesmetoden

Antag att A dr en diagonaliserbar 2 x 2-matris med en bas av egenvektorer vy och vy och med
tillhorande egenvirden A; respektive Ay. Da ges 16sningen

u=Au 0<t<T
u(0) = ug

av formeln

At Aot
’

u(t) = cpvie™’ + covae

dar koeflicienterna ¢; och c¢s bestams av startvardena. Vi satter ¢ = 0 och far

u(0)201V1+02V2: [Vl Vg} |:2; :| .

Detta visar att

[ ¢ } =V 'uy,  (u(0) = uy),

Co
ddr matrisen V = [ vy vy | (kolonnerna &r egenvektorerna till matrisen A).
Uppgift 2. Undersok system u’ = Au for matriserna A nedan. Rita i samma graf egenvektorerna
till A och jamfor riktningfiltets egenskaper med egenvektorerna och motsvarande egenvéarden.
Forklara sambandet mellan riktningsfialtet och matrisens egenvérden och egenvektorer.

Nér utgor origo en kdlla (alla 16sningar strommar fran origo), en sinka (alla losningar strommar
till origo), en sadelpunkt (losningarna gar mot origo men avviker sedan) eller en spiralpunkt
(I6sningarna gar i spiral kring origo)?

Den som inte orkar beridkna alla egenvirden och egenvektorer for hand kan anvinda kommandot
eig som gor detta. Med [V,D]=eig(A) hamnar egenvirdena for matrisen A léings diagonalen i D
och egenvektorerna blir kolonner i V.

Rita ocksa losningen till differentialekvationen fér nagra startvirden som ni hittar pa sjélva.

o a-[23] e ac[12] @ ac]2?]

(d). A:{_é ﬂ (e). A:{:g ;]



CTH/GU Uppféljning av LABORATION 1 TMV143/TMV186- 2023/2024
Matematiska vetenskaper

1 Malsiattning

Avsikten med laborationen ar att ater se pa system av differentialekvationer u’ = f(¢, u) och da
speciellt linjira sadana u’ = Au. Vi ritar riktningsfilt och stromlinjer (vilket givetvis dr intressant
for bade linjara och icke-linjéra system). Vidare bestammer vi egenvirden och egenvektorer med
funktionen eig och ser hur vi kan anvéinda dessa for att skriva upp formler for 16sningar till linjara
system av differentialekvationer.

2 Kommentarer och forklaringar

Forstaelsen av detaljerna runt hur vi anvéinder meshgrid och quiver far kanske vénta till kursen
i flervariabelanalys. Da kommer vi rita grafer av funktioner av tva variabler (funktionsytor) och
lara oss allt om meshgrid. Med quiver(x,y,u,v,s) ritas en pil fran punkten (z, y) i riktningen
(u, v) och s &r en skalfaktor for att fa pilen lagom lang.

Nér vi anvinder streamline for att rita stromlinjer véljer vi att anvdnda en pekare till det
grafiska objektet, sa att vi sedan latt kan siatta lamplig farg och tjocklek pa kurvan.

Vill vi rita falt i rummet anvénder vi meshgrid och quiver3. Stromlinjer ritar vi med streamline.

3 Larandemal

Efter denna laboration skall du kunna

e rita riktningsfilt och stromlinjer till ett system av linjara differentialekvationer u' = Au
med meshgrid och quiver respektive streamline och ode4b

e berikna egenvirden och egenvektorer till en matris A med eig

e l6sa ett linjirt system u’ = Au med egenviardesmetoden



