CTH/GU LABORATION 6 TMV143/TMV186- 2023/2024
Matematiska vetenskaper

Minsta-kvadratmetoden

1 Inledning

Ett ofta férekommande problem inom teknik och vetenskap &dr modellering av data, dvs. att
koppla samman métdata med en formel eller kurva som man vill verifiera eller bygga upp.

Som exempel tar vi det klassiska problemet att anpassa en rét linje y = a+b-t till givna métdata
(ti,yi), © = 1,--- ,n. Hur skall vi vélja a och b7 Vi kan ju inte fa den réta linjen att ga igenom
mer dn hogst tva punkter. Problemet vi skall 16sa ér foljande 6verbestdmda ekvationssystem
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Grundidén i minsta-kvadratmetoden &r att projicera vektorn y ortogonalt pa kolonnrummet for
matrisen A (R(A)) och sedan 16sa ekvationen Ax = p dér p ar projektionen. Pa sa vis far vi en
16sning x dér avstandet |[Ax — y|| dr det minsta mojliga och véljer vi nu a = 7y, b = 25 sa har
vi minimerat summan av kvadraterna pa avvikelserna:

n

Z(a—i—b-ti —y)?

i=1

Losningen x till problemet Ax = p ovan séges vara minsta-kvadratlésningen till det ursprungliga
ekvationssystemet Ax = y. Vi finner den genom att 16sa den sa kallade normalekvationen

ATAx=ATy

(Notera att vi inte behover bestimma projektionen p for att bestdmma x.)

Det kvadratiska medelfelet, den genomsnittliga avvikelsen, ges av

e=[Ax—yll/vn

dar n ar antalet matdata.



Lat oss nu bestdamma den réta linje som i minsta-kvadratmening &dr béast anpassad till féljande

data:
t| -1 0 12 3 4 6 7

y‘-0.75 03 3 4 56 7 64 84

Da ar
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I MATLAB l6ser vi normalekvationen med backslash-kommandot \ enligt

och normalekvationen ar

>> td=[-1 012346 7]7; % t-data

>> yd=[-0.75 0.3 34 5.6 7 6.4 8.4]”; % y-data

>> A=[ones(size(td)) td]; % Designmatrisen

>> x=A\yd; a=x(1); b=x(2); % Minsta-kvadratldsningen
>> n=length(td); % Antalet matdata

>> e=norm(A*x-yd)/sqrt(n); % Kvadratiska medelfelet

Vi kan nu rita upp féljande figur
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Vi minimerar summan av kvadraterna pa de lodrata striackorna.

Uppgift 1. Antag att variablerna ¢ och y uppfyller sambandet y = a + b - t. For att betamma
koefficienterna a och b utfor vi métningar av ¢t och y:

t| 5 6 7 8 9 10
y | 19.5888 23.4043 255754 29.1231 31.9575 35.8116

(a). Los normalekvationen med minsta-kvadratmetoden i MATLAB. Bestdm ocksa kvadratiska
medelfelet.

(b). Rita upp datapunkterna (¢;,y;) och den anpassade funktionen y = a + b -t i samma figur.



2 Allméin formulering

Harnast skall vi bestamma den kurva

y=ci- filt) +co- folt) + - +cp- felt)

dar fi, fo, ---, fr ar kinda funktioner, som i minsta-kvadratmening &r bast anpassad till givna
métdata

tlt b o i,

A

Matrisformuleringen av det ¢verbestamda ekvationssystem vi intresserar oss for ges av

t1 t1 1 1 Y1
R T A D R e S s
t to wl lal Lw

A (desig;matrisen) y

Precis som tidigare finner vi minsta-kvadratlosningen genom att l6sa normalekvationen.
Lat oss aterga till vart forsta exempel ovan och istéllet anpassa ett andragradspolynom,
y=c1+cy-t+cyt?
till givna méatpunkter. Har ar
[t) =1, fot) =t, fat) =1

och designmatrisen A och minsta-kvadratlosningen skapas i MATLAB pa liknande sétt som tidi-
gare

>> td=[-1 012346 7]7; % t-data

>> yd=[-0.75 0.3 3 4 5.6 7 6.4 8.4]1’; % y-data

>> A=[ones(size(td)) td td."2]; % Designmatrisen

>> x=A\yd; % Minsta-kvadratldsningen
>> n=length(td); % Antalet mdtdata

>> e=norm(A*x-yd)/sqrt(n); % Kvadratiska medelfelet

Vi kan nu rita figuren
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Vi minimerar summan av kvadraterna pa de lodréita stréckorna.



Uppgift 2. Tabellen nedan visar medeltemperaturen under tidsperioden 1961-1990 for arets tolv
manader i Géteborg.

Manad ‘ 1 2 3 4 D 6 7 8 9 10 11 12
Temp OC‘—0.9 -0.9 20 6.0 11.6 155 166 162 128 9.1 44 1.0

Eftersom detta ar ett periodiskt forlopp skall vi anpassa foljande modell till métdata:
y(t) = ¢1 + cosin(wt) + ¢ cos(wt)

fi(t) =1, fao(t) =sin(wt), f3(t) = cos(wt)

Valj ett lampligt varde pa w (tdnk pa periodldngder) och bestdm ¢, ¢y och ¢3 med minsta-
kvadratmetoden. Bestdm ocksa kvadratiska medelfelet. Rita grafen av funktionen y(¢) och rita ut
métdata i samma bild sa att man kan se om modellen ansluter vél till métdata.

Har ar

Uppgift 3. Tabellen nedan visar (en del av) utfallet y av ett forsok da man varierar tva faktorer
s och t.

s | 419 434 439 445 473 475 479  50.2
t | 291 293 295 297 299 303 305 307
y | 251.3 251.3 2483 267.5 273.0 276.5 270.3 274.9

(a). Data-filen labdata.mat pa MATLAB-hemsidan innehaller hela uppséttningen data lagrad i
tre variabler sd, td och yd. Hamta filen och ladda in i MATLAB med load(’labdata’).

(b). Anpassa en linjar modell
y(s,t)=a+b-s+c-t

till data med minsta-kvadratmetoden. Rita ut data med en markor och ett plan som be-
skriver modellen.



CTH/GU Uppféljning av LABORATION 6 TMV143/TMV186- 2023/2024
Matematiska vetenskaper

1 Malsiattning

Avsikten med denna laborationen att visa hur man kan anpassa linjara modeller till matdata
genom att sdtta upp och losa Overbestdmda linjdra ekvationssystem i MATLAB med minsta-
kvadratmetoden.

2 Kommentarer och forklaringar

Vanligtvis skall man inte bild normalekvationerna explicit i MATLAB for att sedan losa dem,
man skall istéllet 16sa de 6verbestdmda ekvationssystemen direkt med backslash-kommandot.
Néar MATLAB loser de 6verbestdmda systemen anvinds metoder som ar mycket effektiva och som
ar lampade for datorberdkningar.

Modellen i sista uppgiften beror av tva variabler, dvs. vi har en funktion i flera variabler. Sadana
skall vi studera i flervariabelkursen.

3 Larandemal

Efter denna laboration skall du kunna
e sitta upp det 6verbestdmda ekvationssystemet som bestdmmer parametrarna i modellen

e l6sa Gverbestdmda ekvationssystem med minsta-kvadratmetoden med hjélp av backslash-
kommandot

e pa lampligt sitt rita upp métdata och modell



