CTH/GU LABORATION 7 TMV143 - 2018/2019
Matematiska vetenskaper

Symboliska berakningar med MATLAB
Linjar algebra

1 Inledning

Som ni redan vet kan verktygsladan SYMBOLIC MATH TOOLBOX i MATLAB utfora symboliska
berékningar inom analys. I kursen i matematisk analys sag vi bl.a. hur vi 16ste differentialekvatio-
ner. Nu skall vi se pa symboliska berdkningar inom linjar algebra.

2 Linjara ekvationssystem
Vi l6ser det linjara ekvationssystemet Ax = b med
2 3 8
SIS

Vi skriver in A och b med funktionen sym som gor att talen lagras som rationella tal.

>> A=sym([2 3; 5 4])

—, /e
o Nl

, 3]
b 4]
>> b=sym([8; 13])
b

o

13
Vi gor rref exakt med

>> rref ([A bl)

ans =
(1, 0, 1]
(0, 1, 2]

och lédser av 16sningen

[}

Vi kan ocksa 16sa exakt med backslash-kommandot (\)

>> x=A\Db
X:
1



Vi kontrollerar att ekvationssystemet ér uppfyllt med

>> r=A*xx-Db
r =
0
0

Vi kan ocska ha ett helt symboliskt ekvationssytem Ax = b med

a b e

Sainan
>> syms a b c d
>> A=[a b; c d]

A =
[ a, b]
[ c, d]

>> syms e f
>> b=[e; f]
b =
e
f

>> x=A\b

x =

-(b*xf - dxe)/(axd - bx*c)
(axf - cxe)/(axd - bxc)

Notera att vi far division med noll om matrisen singulér, dvs. om det(A) = 0.

>> det (A)
ans =
axd - bx*c

Vi ser pa residualen med

>> r=simplify(A*x-b)
r =

0

0

Hér anvédnde vi simplify for att fa ett forenklat uttryck. Prova gérna r=Axx-b sjdlva for att se
hur det annars ser ut.

Vi kan beriikna inversen A~! av en matris A enligt

>> A=sym([2 3; 5 4])

—, /e
a1 Nl

, 3]
» 4]



>> B=inv(A)

B =

[ -4/7, 3/7]
[ 5/7, -2/7]
>> A*B

ans =

[ 1, O]

[ 0, 1]

Vi ser att AB =1 som forvantat. Kontrollera géirna att dven BA = 1.

NN

Uppgift 1. Lat

Berikna en formel for A—1.

Uppgift 2. Vi ser pa rotationsmatrisen

S [ i)

Berikna Ai = A4A4 som motsvarar en rotation med vinkeln 2¢. Stdmmer det, &r A; = Ayy?
Beriikna sedan A;l. Vad &r motsvarande rotation?

3 Nollrum och kolonnrum
Vi berdknar nollrummet Nul(A) och kolonnrummet Col(A) till en matris
-3 6 -1 1 -7

A = 1 -2 2 3 -1
2 -4 5 8 -4

>> A=sym([-3 6 -1 1 -7
1 -2 2 3-1
2 -4 5 8 -4])

A =

[ -3, 6, -1, 1, -7]

[ 1, -2, 2, 3, -1]

[ 2, -4, 5, 8, -4]

>> N=null(A)

N =

[ 2, 1, -3]

[ 1, 0, 0]

[ 0, -2, 2]

[ 0, 1, 0]

[ 0, 0, 1]



>> R=colspace(A)

R =

[ 1, 0]
L o, 1]
[ 1/5, 13/5]

Vi har alltsa Nul(A) = span(vy, vo, v3) dér

2 1 -3
1 0 0
V) = 0 , Vo = -2 , V3 = 2
0 1 0
0 0 1
och Col(A) = span(wy, wy) dér
5 0
Wi = 0 , Wo = 5
1 13

Uppgift 3. Anvind rref pa matrisen A ovan, for att sjilv bestamma nollrum och kolonnrum (se
Lay avsnitt 2.8 och 4.2).

4 Egenvirdesproblem

Vi l6ser egenvirdesproblemet Av = Av med

2 31
A=|5 46

1 0 2

>> A=sym([2 3 1; 54 6; 10 2])

A =

[ 2, 3, 1]

[ 5, 4, 6]

[ 1, 0, 2]

>> [V,D]=eig(A)

vV =

[ -2, 2 - 2x37(1/2), 2x37(1/2) + 2]

[ 1, 5 - (8%37(1/2))/3, (8%37(1/2))/3 + 5]

[ 1, 1, 1]

D =

[ o, 0, 0]

[ 0, 4 - 2%37(1/2), 0]

[ o, 0, 2%3°(1/2) + 4]



Far alltsa egenviardena Ay = 0 och g3 =4+ 24/3 med motsvarande egenvektorer

-2 2+2v3 2 - 2/3
vy = 1], va= 5+§\/§ , V3 = 5—3\/5
1 1 1

Vi kan 16sa det linjira systemet av ODE (Lay 5.7, exempel 2)

u=Au t>0
u(0) = ug

dar

4 -5 2.9
A—{—2 1]’“0_[2.6}

35w 18817
u(t)—m[ 2}e +70[1}e

Lay ger losningsformeln

Nu raknar vi

>> A=sym([4 -5; -2 11);
>> [V,D]=eig(A)

, —-5/2]

V
I
(1, 1]

el ||

D =
[ -1, 0]
[ 0, 6]

>> u0=sym([2.9; 2.6]);
>> ¢=V\u0

c =

94/35

-3/35

>> syms t

>> u=c(1)*V(:,1)*exp(D(1,1)*t)+c(2)*V(:,2)*exp(D(2,2) *t)
u =

94/ (35%exp(t)) + (3*exp(6%t))/14

94/ (3bxexp(t)) - (3*exp(6xt))/35

Vi ser att det dr samma svar som i Lay, fast inte lika snyggt. Nu ritar vi upp en losningskurva.
Forst maste vi dock gora en numerisk funktion

>> un=matlabFunction(u)
un =
Q(t) [exp(-t) .*(9.4el./3.5el)+exp(t.*6.0).%(3.0./1.4el);...
exp(-t) .*(9.4el./3.5el)-exp(t.*6.0) .%(3.0./3.5e1)]



tn=1linspace(0,0.5,200) ;
Un=un(tn) ;
plot(Un(1,:),Un(2,:))

3 3
25 a5f
2 2
15 15
1 1
05 05
0 0
05, 3 4 5 6 05 2 4 6

I bilden ovan till héger har vi ritat ett antal 16sningskurvor. Om vi later begynnelseviardena vara
symboliska och riknar pa far vi en (ganska ful) formel som &r ldmplig for att géra en numerisk
funktion som beror av ¢, men ocksa av begynnelsevirdena i vektorn ug.

>> syms u01 u02 t
>> u0=[u01; u02]
u0 =

u01

u02

>> ¢c=V\u0

c =
(2*xu01) /7 + (5%u02)/7
(2%u02) /7 - (2%u01)/7

>> u=c(1)*V(:,1)*exp(D(1,1)*t)+c(2)*V(:,2) *exp(D(2,2) *t)

u:
((2%u01) /7 + (5%u02)/7)/exp(t) + exp(6xt)*((5xu01)/7 - (5%u02)/7)
((2%u01) /7 + (5*%u02)/7)/exp(t) - exp(6xt)*((2xu01)/7 - (2*u02)/7)

>> un=matlabFunction(u,’vars’,{’t’,’u01’,’u02’});
Nu ar det bara att sétta in siffervirden pa begynnelsevirdena och rita upp.

>> tn=linspace(0,0.5,200);
>> Un=un(tn,2.9,2.6);

>> plot(Un(1,:),Un(2,:),’b’)
>> hold on

>> Un=un(tn,2.9,2.8);

>> plot(Un(1,:),Un(2,:),’r’)
>> Un=un(tn,2.9,3.0);

>> plot(Un(1,:),Un(2,:),’g’)
>> hold off



CTH/GU Uppfoljning av LABORATION 7 TMV143 - 2018/2019
Matematiska vetenskaper

1 Malsattning

Avsikten med denna laborationen &r en komplettera den symboliska analysen vi gjorde i kursen i
matematisk analys. Det kan vara svart att hinna med laborationen, darfor har vi gjort den frivillig.
Vi ger inga ldrandemal, men vi ger losningar till uppgifterna i texten.

2 Losningar till uppgifterna

Uppgift 1.

>> syms a b c d
>> A=[a b; c d]

[ a, b]

[ c, d]

>> C=inv(A)
C =

[ d/(axd - b*c), -b/(axd - bxc)]
[ —c/(a*xd - bxc), a/(axd - bx*c)]

>> (a*d-b*c)*C

ans =
[ d, -b]
[ -c, al

Alltsa har vi

1 d —b
Al =
ad — bc l —c CL}

Uppgift 2.

>> syms v

>> A=[cos(v) -sin(v); sin(v) cos(v)]
A =

[ cos(v), -sin(v)]

[ sin(v), cos(v)]

>> A2=Ax*A

A2 =

[ cos(v)"2 - sin(v)"2, -2xcos (v)*sin(v)]
[ 2%cos(v)*sin(v), cos(v)~2 - sin(v)"2]



>> B=[cos(2*v) -sin(2*v); sin(2*v) cos(2x*v)]
B =

[ cos(2%v), -sin(2%v)]

[ sin(2*v), cos(2x*v)]

>> A2=simplify(A2) 7, Forenkling av A"2
A2 =

[ cos(2%v), -sin(2%v)]

[ sin(2%v), cos(2%v)]

Alltsa har vi Ai = Ay,

>> C=inv(A)

C =

[ cos(v)/(cos(v)"2 + sin(v)~2), sin(v)/(cos(v)~"2 + sin(v)"2)]
[ -sin(v)/(cos(v)"2 + sin(v)~2), cos(v)/(cos(v)"2 + sin(v)"2)]

>> C=simplify(C)
C =

[ cos(v), sin(v)]
[ -sin(v), cos(v)]

Alltsa har vi A;l = A_, eftersom
Cc_ cos(¢)  sin(¢) ] _ lcos(—g) —sin(—¢) | A,

—sin(¢) cos(¢) sin(—¢) cos(—¢) |
Uppgift 3.
>> A=sym([-3 6 -1 1 -7
1-2 2 3-1
2 -4 5 8 -4])
A =
(-3, 6, -1, 1, -7]
[ 1, -2, 2, 3, -1]
[ 2, -4, 5, 8, -4]
>> rref (A)
ans =

(1, -2, 0, -1, 3]
Lo, o,1, 2, -2]
(o, o, 0, 0, O]

Vi ser att om vi tar x5 = s1, T4 = S och x5 = s3 som fria parametrar far vi

2 1 [ -3 ]
1 0 0
x=|0]|s1+ | —2 |85+ 2 | S3 =VyS8] + VaSg + V353
0 1 0
| 0] | 0| 1]

som losningar till Ax = 0 och Nul(A) = span(vy, vg, v3).



Vidare ar kolonn nummer 1 och 3 pivotkolonner sa Col(A) = span(wy, wy) dér

R =
[ -3, 1]
[ 1, 3]
[ 2, 8]

>> rref(R’)’

ans =

[ 1, 0]
[ o, 1]
[ 1/5, 13/5]

Wi =

-3
1
2

, Wg =

-1
2
>

% Nagot att klura pa. S& har far vi samma svar som colspace(A)



