CTH/GU STUDIO 1 MVE520 - 2019/2020
Matematiska vetenskaper

Linjara ekvationssystem

1 Inledning

Denna studioévning bérjar vi med att se pa uppbyggnad av matriser. Dérefter ser vi pa matris-
multiplikation. Avslutningsvis ser vi pa linjéira ekvationssystem.

2 Matriser

En matris ar som ni vet ett rektangulért talschema:

@y - dip
A =

Am1 - Qmn

Matrisen ovan har m rader och n kolonner, vi séiger att den &r av typ m x n. Ett matriselement i
rad nr 7, kolonn nr j tecknas a;;, dér ¢ dr radindex och j dr kolonnindex. I MATLAB skrivs detta
A(i,j) och [m,n]=size(A) ger matrisens typ, medan m=size(A,1) ger endast antal rader och
n=size(A,2) ger endast antal kolonner.

Indexeringen i MATLAB ér alltid som i matrisen ovan, dvs. rad- och kolonnindex borjar alltid pa
ett och vi kan inte dndra pa det.

En matris av typ m x 1 kallas kolonnmatris (kolonnvektor) och en matris av typ 1 x n kallas
radmatris (radvektor):

Du kommer att se att vi anvinder oftast kolonnvektorer for att representera kvantiteter som vi
beréknar. Element nr ¢ ges i MATLAB av b(i) och antalet element ges av m=length(b). Aven
for vektorer géller att indexeringen alltid borjar pa ett. Motsvarande géller for radvektorn c.

Som exempel tar vi
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Vi skriver in detta i MATLAB enligt

>> A=[1 47 10; 2 58 11; 3 6 9 12]
>> b=[1; 3; 5]
>> ¢c=[0 2 4]



och ser pa typerna och nagra element med

>> [m,n]=size(A)

m =
3
n =
4
>> A(2,3)
ans =
8

Prova gérna length och size pa b och c. Nagon skillnad? Skriv ut nagot element ocksa.

En matris kan betraktas som en samling av kolonner:

a/ll PR a/lj PR aln
A= : = [al a; an]
(m1 amj Qmn,
med kolonnerna
11 Qayy Q1n
a = y Q5 = y  Ap =
Qm1 Qpmyj Qmn,

Man kan dven betrakta den som en samling av rader, men vi anvéinder oftast kolonnrepresenta-
tionen. I MATLAB plockar man ut kolonn nr 7 med A(:, j). Hér ar j kolonnindex medan radindex

i =1,...,m representeras av tecknet kolon (:). Pa liknande vis ges rad nr i av A(i,:).
>> al=A(:,1)
al =
1
3
>> A2=A(2,:)
A2 =
2 5 8 11

Uppgift 1. Skriv in féljande matriser i MATLAB.

9
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o
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B=[3 2 1 d=1[0 2 4]
111

~J Ot W =
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2 6 10

3 7 117
4 8 12
(a). Skriv ut matriselementen ays, bas, ¢z och ds. Prova size och length pa A, B, ¢ och d. Andra

bog genom att skriva B(2,3)=5.

(b). Skriv ut kolonn nr 1, 2 och 3 ur matrisen A. Sétt in kolonnvektorn ¢ som 2:a kolonn i A
genom att skriva A(:,2)=c.



(c). Radera matrisen B (clear B) och skriv in den igen genom att forst bilda kolonnerna

och sedan sétta in dem i matrisen B = [b; by bg].

Vi kan ta ut ett block ur en matris med A(iv,jv) dér iv dr en vektor med radindex och jv &r
en vektor med kolonnindex. Resultatet blir en matris med length(iv) rader och length(jv)
kolonner.

>> A=[135; 79 11; 2 4 6] >> B=A([2 3],[1 3])
A= B =
1 3 5 7 11
9 11 2
2 4 6

Transponatet AT av en matris A ges av apostrof ().

>> A=[1 3 5; 7 9 11] >> B=A’
A= B =
1 3 5 1 7
9 11 9
5 11
Uppgift 2. Lat som i uppgift 1
> 6 10 1se
A:3711,B:§1’)?1c:5,d:[024]
4 8 12 7

(a). Satt in kolonnvektorn ¢ som 3:e kolonn i A och sitt in radvektorn d som 2:a rad i B.

(b). Lat 1:a och 4:e raden i A byta plats och lat darefter den 2:a och 3:e kolonnen byta plats.

3 Bygga upp matriser

Med funktionerna zeros och ones kan man i MATLAB bilda matriser med nollor och ettor.
Exempelvis zeros(m,n) ger en matris av storleken m x n fylld med nollor. Med zeros(size(A))
far vi en matris fylld med nollor av samma storlek som A. Motsvarande géller fér ones.

Enhetsmatriser bildas med funktionen eye, med eye(n) far vi enhetsmatrisen av storleken n x n.
Man kan ocksa anvénda eye for att bilda rektanguldra matriser med ettor pa huvuddiagonalen och
nollor for 6vrigt. Med eye(m,n) far vi en sadan matris av storleken m x n och med eye(size(A))
far vi en av samma storlek som A.

Med diag bildas diagonalmatriser. En vektor kan ldggas in pa en viss diagonal enligt

>> d=[2 3 7]; >> d=[2 3 7];
>> A=diag(d,0) % eller A=diag(d) >> A=diag(d,1)
A= A=



2 0 0 0 2 0 0
0 3 0 0 0 3 0
0 0 7 0 0 0 7

0 0 0 0

Huvuddiagonalen markeras med 0, diagonalen ovanfor till hoger med 1, diagonalen nedanfor
till vinster med -1, osv. Matrisen blir sa stor att vektorns alla element far plats lings angiven
diagonal.

Vi kan sétta ihop tva matriser A och B horisontellt med [A B] om antal rader i de tva matriserna
ar lika. Tva matriser A och B kan séittas ihop vertikalt med [A; B] om antal kolonner i de tva
matriserna ar lika.

4 Matris-vektorprodukt

Matris-vektorprodukten y = Ax av en m X n-matris och en n-kolonnvektor ar en m-kolonnvektor
som ges av

U1 air o Qi T 1171 + a12T9 + - -+ A1, Ty
Ym Am1 Amn Ty, Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn
y A X Ax

eller elementvis

n
Yi = E AijTj = i1 Ty + QT2 + -+ -+ AipTy
J=1

Matris-vektorprodukten y = Ax kan berdknas i MATLAB med den inbyggda matrismultiplikatio-
nen (*) enligt

>> y=A*x
eller med lite egen programmering (som bygger upp y elementvis)

>> [m,n]=size(A);

>> y=zeros(m,1);

>> for i=1:m
s=0;
for j=1:n

s=s+A(1,j)*x(j);
end
y(i)=s;
end

Vanligtvis kommer vi givetvis anvinda den inbyggda matrismultiplikationen, men det &r en bra
ovning att skriva det egna programmen. Man maste ténka igenom hur det verkligen gar till.



Ett alternativt sitt att introducera matris-vektorprodukt &r att definiera Ax som en linjér-
kombination av kolonnerna i A,

a1
y=Ax=|a; - a] || =ma +amas+- -+ 18, =
‘/En
an a2 A1n
= | |xi+ | | T2t | X
Am1 Am2 Amn

I MATLAB skulle vi, for t.ex. n = 3, skriva
>> y=A(:, D) *x(1)+A(:,2)*x(2)+A(:,3)*x(3)
och for ett storre varde pa n skulle vi kunna bilda linjirkombinationen enligt

>> [m,n]=size(A);
>> y=zeros(m,1);
>> for j=1:n
y=y+A(:, *x(3);
end

Uppgift 3. Skriv in foljande matriser i MATLAB.
4 5 6 1

B=1|3 2 1|, x=|1|, a=[-1 0 1]
1 11 1

(a). Berédkna foljande produkter, bade for hand, dvs. med penna och papper, och med MATLAB,
dvs. med inbyggda matrismultiplikationen (*),

Ax, Bx, AB, ax, xa, aB.
(b). Berékna produkten Ax dven genom att ni skriver en egen programkod i MATLAB. Skriv
snyggt och tydligt.
5 Matris-matrisprodukt

Matris-matrisprodukten C = AB av en m x n-matris A och en n x p-matris B, med kolonner
by, -+, b,, dr en m X p-matris som ges av

C=AB=A[by,---,b,] =[Aby,--- ,Ab,]
eller elementvis

n
CUZE aikbkj7 izla"'7m7j:17“'7n
k=1

Matrismultiplikationen C = AB kan berdknas i MATLAB med den inbyggda matrismultiplikatio-
nen (*) enligt C=A*B eller med lite egen programmering (som bygger upp C elementvis)



>> C=zeros(m,p);
>> for i=1:m
for j=1:p
cij=0;
for k=1:n
cij=cij+A(i,k)*B(k,j);
end
C(i,j)=cij;
end
end

Alternativt bygger vi upp kolonnvis enligt

>> [m,n]=size(d); [n,pl=size(B);
>> C=zeros(m,p);
>> for j=1:p
C(:,3)=A*B(:,3);
end

Uppgift 4. Skriv in féljande matriser i MATLAB.

100 100 2 1 1
A=|010|,B=|-210|,Cc=| 410
101 001 —2 2 1

(a). Kontrollera att associativa och distributiva lagarna géller for dessa matriser.

Du skall alltsa se att A(BC) = (AB)C respektive A(B + C) = AB + AC och (B + C)A =
BA + CA.

(b). Vanligtvis dr matrismultiplikation inte kommutativ. T.ex & AC # CA och BC # CB
(kontrollera gérna), men vad géller for AB och BA?

6 Linjart ekvationssystem

Matriser anviands bland annat for att skriva ned linjdra ekvationssystem. Exempel: ekvations-
systemet

X1 + QI‘Q + 3l‘3 = 14

3.1’1 -+ 2.1’2 +x3 = 10

Try + 8xy = 23
kan skrivas pa matrisform
1 2 3| |» 14
3 2 1| x| = [10],
dvs.
1 2 3 14
Ax=b, med A= |3 2 1|, b= |10
7 8 0 23

Vi ska lara oss hur man loser sadana ekvationssystem. I MATLAB finns backslash-kommandot (\)
eller alternativt kommandot rref (row-reduced-echelon form) som loser systemet, Ax = b:



>> x=A\b
>> rref ([A b])
I det forsta fallet fungerar det bra om lésningen &r entydig men sédmre om det finns fria variabler

eller inga l6sningar alls. T det andra fallet reducerar MATLAB den utokade matrisen [A b] till
reducerad trappstegsform.

Uppgift 5. Skriv foljande ekvationssystem pa matrisform och 16s dom sedan med bade \ och
rref.

l‘1+5l‘2+9l‘3 :29 $1+l‘2+3l‘3+4l‘4 :2
2r1 + 513 = 26 —2x1 + 229 + 2203 = —4
3[L‘1 + 7ZL‘2 + 11l‘3 =39 I + ) + 2l‘3 + 3l‘4 =1

1’1—1’2—21’3—1’4 =1
Varfor fungerar inte \ for det andra ekvationssystemet?

Uppgift 6. En liten stokiometriuppgift. Vid forbranning av propan (C3Hg) géller foljande kemiska
reaktionsformel (obalanserad)

(ZL‘l) CgHg -+ (ZL‘Q) 02 — (l‘g) COQ + (IL‘4) HQO

For att balansera formeln representerar vi C3Hg med vektorn (3,8,0), Oy med vektorn (0,0, 2),
osv. Pa detta siatt kan den obalanserade ekvationen skrivas

3 0 1 0 0
8 T+ 0 To — 0 Tr3 — 2 Ty = 0
0 2 2 1 0

Losningen x = (1,5, 3,4) (den minimala heltalslosningen) ger den balanserade reaktionsformeln
C3Hg + 509 = 3C0O2 + 4 H0
(a). Balansera nu den kemiska formeln
MnS + AsyCrigOs5 + HoSO4 — HMnO4 + AsHs + CrS3049 + Hy O
som &r av intresse bl.a. vid framstéllning av arsin (AsHj).

Med format rat skrivs berdkningsresultat med rationella tal och det blir enklare att tolka svaret.
Standardformatet far vi sedan tillbaka med format short.

(b). Skriv ned den balanserade formeln pa papper.
Uppgift 7. Vi skall berdkna temperaturen pa en stalplatta déir plattans kanter halls vid tempe-

raturer enligt figuren.

40°C

O—O—0
Uz |Ug |Ug

80°C o0—0—0 100°C
Uyg |Us |Ug

O O O
Uy U |U3

20°C
Antag att temperaturen i en nodpunkt #r medelvirdet av temperaturena i de ndrmsta nod-
punkterna i wvdster, dster, soder och norr. Lat uy, us, - -+ ,ug beteckna temperaturerna i de olika

nodpunkterna. Séatt upp de ekvationer som ger temperaturen i de olika nodpunkterna. Skriv det
linjéra ekvationssystemet pa matrisform Au = b och 16s detta i MATLAB.



