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Matematiska vetenskaper

Minsta-kvadratmetoden

1 Inledning

Ett ofta forekommande problem inom teknik och vetenskap &r att koppla samman métdata med
en formel eller kurva som man vill verifiera eller bygga upp.

2 Minsta-kvadratmetoden

Ett klassiskt problem &r att anpassa en rit linje y = a+b-t till givna matdata (¢;,v;), i =1,--- ,n.
Hur skall vi vélja a och b7 Vi kan ju inte fa den réta linjen att ga igenom mer &n hogst tva punkter.
Problemet vi skall 16sa &r foljande 6verbestdmda ekvationssystem

atb-t1=uy
a+b-ty =1y,
a+b'tn:yn

(det &r a och b som ar de obekanta!) Pa matrisform,
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Grundidén i minsta-kvadratmetoden dr att projicera vektorn y ortogonalt pa kolonnrummet for
matrisen A (Col(A)) och sedan 16sa ekvationen Ax = p dér p ar projektionen. Pa sa vis far vi en
16sning x dér avstandet ||[Ax — y|| 4r det minsta mojliga och véljer vi nu a = 77, b = 25 sa har vi
minimerat summan av kvadraterna pa avvikelserna:

n

Z(a+b'ti — i)

i=1

Losningen x till problemet Ax = p ovan siges vara minsta-kvadratlosningen till det ursprungliga
ekvationssystemet Ax = y. Vi finner den genom att 16sa den sa kallade normalekvationen, (se Lay
kap. 6.5, sats 13 och 14),

ATAx = ATy (1)

(Notera att vi inte behéver bestdmma projektionen p for att bestimma X.)



Det kvadratiska medelfelet, den genomsnittliga avvikelsen, ges av

e=[Ax—yll/vn

dar n ar antalet matdata.

Lat oss nu bestdmma den réta linje som i minsta-kvadratmening &r bést anpassad till foljande
data:

t] -1 012 34 6 7
y|-075 03 3 4 56 7 64 84
Da &r
r [ 111 11111] ,p, [ 8 22 r. | 33.95
A‘l—1o123467_’AA_ 22 116 | Y T | 153.75

och normalekvationen ar

8 22 ][al] [ 3395
22 116 | | b | | 153.75

I MATLAB l6ser vi (1) med kommandot \ enligt

>> td=[-1 012346 7]; % t-data

>> yd=[-0.75 0.3 34 5.6 7 6.4 8.4]”; % y-data

>> A=[ones(size(td)) td]; % Designmatrisen

>> x=A\yd; a=x(1); b=x(2); % Minsta-kvadratlésningen
>> n=length(td) ; % Antalet mdtdata

>> e=norm(A*x-yd)/sqrt(n); % Kvadratiska medelfelet

Vi kan nu rita upp féljande figur
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Vi minimerar summan av kvadraterna pa de lodrata striackorna.

Uppgift 1. Antag att variablerna t och y uppfyller sambandet y = a + b - t. For att betdmma
koefficienterna a och b utfor vi méatningar av t och y:

(a). Los normalekvationen (1) med minsta kvadratmetoden i MATLAB. Bestdm ocksa kvadratiska
medelfelet.

(b). Rita upp datapunkterna (¢;,y;) och den anpassade funktionen y = a + b -t i samma figur.



t |5 6 7 8 9 10
y | 19.5888 | 23.4043 | 25.5754 | 29.1231 | 31.9575 | 35.8116

Tabell 1: Métvéirden av y for vissa t.

3 Tillampning, Arrhenius ekvation

Uppgift 2. Arrhenius ekvation lyder k = kye2/(ET)

(a). Bestdm konstanten kg och kvoten E/R fran informationen i Tabell 2. Detta gor vi genom att
logaritmera ekvationen sa att en linjér relation mellan y = In(k) och ¢ = 1/7" erhalls. Denna
blir pa formen y = a+b-t. Anviand Tabell 2 till att generera datapunkter (¢;,y;), dar t; = 1/T;
och y; = In(k;). Bilda ett linjart ekvationssystem och 16s det med minsta kvadratmetoden.
Bestdm ocksa kvadratiska medelfelet. I MATLAB ges In(k) av 1log(k).

(b). Rita ut datapunkterna(t;,y;) och den anpassade funktionen y = a + b -t i samma figur.

TK] | 343 353 363 373 383 393 403
k[s71 | 2.8107° | 5.6 107° | 11.2 107> | 22.4 107 | 44.8 107° | 89.6 107° | 179.2 10~

Tabell 2: Data till Arrhenius ekvation.

4 Allméin formulering

Harnast skall vi bestaimma den kurva

y=ci- fi(t) +ca- folt) + -+ firlt)

dar fy, fo, ---, fr &r kdnda funktioner, som i minsta kvadratmening &r bést anpassad till givna
métdata

t|t by oty

ylvi v - un

Matrisformuleringen av det 6verbestdmda ekvationssystem vi intresserar oss for ges av

t 11 131 C1 Y1
R A L R N s
to t w) la] Lu

A (desigr?matrisen) y

Precis som tidigare finner vi minsta-kvadratlosningen genom att 16sa normalekvationen (1). Lat oss
aterga till vart forsta exempel ovan och istillet anpassa ett andragradspolynom, y = ¢;4ca-t+cs-t2,
till givna métpunkter. Har &r fi(t) = 1, fo(t) = t, f3(t) = t* och designmatrisen A och minsta-
kvadratlosningen skapas i MATLAB pa liknande siatt som tidigare



>> td=[-1 012346 7]; % t-data

>> yd=[-0.75 0.3 34 5.6 7 6.4 8.4]”; % y-data

>> A=[ones(size(td)) td td."2]; % Designmatrisen

>> c=A\yd; % Minsta-kvadratldésningen
>> n=length(td); % Antalet mdtdata

>> e=norm(A*c-yd)/sqrt(n); % Kvadratiska medelfelet

>>
>>
>>

y=Q@(t)c(1)+c(2)*t+c(3)*t."2;
t=linspace(-2,8);
plot(td,yd,’ko’,t,y(t),’r’,’linewidth’,2)

Vi kan nu rita figuren
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Vi minimerar summan av kvadraterna pa de lodrata striackorna.

Uppgift 3. Anpassa ett tredjegradspolynom till métdata i uppgift 1. Rita ut datapunkter och den

anpassade kurvan i samma figur och ange kvadratiska medelfelet.

Uppgift 4. Los uppgift 6.6.10 i Lay. Rita figur i MATLAB!

Uppgift 5. Tabellen nedan visar (en del av) utfallet y av ett férsok da man varierar tva faktorer

s och t.
s | 419 434 439 445 473 475 479 50.2
t | 291 293 295 297 299 30.3 305 307
y | 251.3 251.3 2483 267.5 273.0 276.5 270.3 274.9

(a). Datafilen labdata.mat pa studiohemsidan innehaller hela uppséittningen data lagrad i tre

variabler sd,

td och yd. Hamta filen och ladda in i MATLAB med load och rita upp data

med plot3 enligt

>> load(’labdata’)

>> smin=min(sd); smax=max(sd); tmin=min(td); tmax=max(td);
>> plot3(sd,td,yd,’ro’,’linewidth’,2), hold on

>> axis([smin smax tmin tmax]), axis vis3d, box on

Vénd och vrid for att se om data ligger néra ett plan.



(b). Anpassa en linjar modell
y=a+b-s+c-t

till data med minsta-kvadratmetoden. Rita ut, tillsammans med métdata, det plan som
beskriver modellen.

Om koefficienterna ligger samlade i en vektor ¢ sa ritar du upp modellen med

>> y=0(s,t)c(1)+c(2)*s+c(3)*t;

>> S=[smin smax smax smin]; T=[tmin tmin tmax tmax];
>> £i113(S,T,y(S,T),’b’, facealpha’,0.2)

>> xlabel(’s’), ylabel(’t’), zlabel(’y(s,t)’), grid on

Vind och vrid for att se om ert plan ligger néra data.

5 Import av data

For att hantera méitdata behéver man bl.a. kunna hantera olika fil-format. For import av data har
MATLAB en Import Wizard som man kan ldsa om i Helpdesk.

File Edit Miew Go Favorites Deskiop Window Help &
| T O~ & | @ " % & « Importing Data » Importing Scientific Data Files » -
| A - - ] - |
SoEnt SeATT RS Ul Importing Scientific Data Files B
=42 MATLAB el
& B Getting Started 1| | | On this page....

=& User's Cuide

Desktop Tools and Development
EHData Import and Export
Er-lmporting Data

Importing Commeon Data File Format (COF) Files
Importing Metwork Common Data Form (netCDF) Filas
Importing Flexible Image Transport Systerm (FITS) Files

H-Recommended Methods for Importing Hierarchical Data Format (HOFS) Files

F-Importing MAT-Files [ Importing Hisrarchical Data Format (HOF4) Filas

F-Importing Text Data Files

E-lmporting XML Documents Importing Common Data File Format (CDF) Files

E-Importing Bxcel Spreadshee CDF was created by the Mational Space Science Data Center (N55DC) to provide a

E-Imperting Scientific Data Fil self-describing data storage and manipulation format that matcheas the structure of
s Importing Commeon Datal scientific data and applications (i.e., statistical and numerical methods,

mporting MNetwork Com wisualization, and management}. For more information about this format, see the
mporting Flexible Image COF 'ieb site.
mporting Hierarchical D MATLAE provides two ways 1o access COF files: a set of high-level functions and a

- Imperting Hierarchical D package of low-level functions that provide direct access to the routines in the COF
#-Importing Images C APl library, The high level functions provide a simpler interface to accessing COF
B-lmporting Audio and Video files. However, if you require more control over the import operation, such as data
#-Importing Binary Data with | subsetting for large data sets, use the low-level functions, The following sections

provide more information,

o
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-Bxporting Data
“Memory-Mapping Data Files = High-Level COF Import Functions
nternet File Access = Using the CDF Library Low-level Functions to lmport Data
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Vi hinner inte i matematikkursen ga in mer pa detta.



