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Matematiska vetenskaper

Linjarisering och Newtons metod

1 Inledning

Vi skall fortsdtta med att 16sa ekvationer. I forra studiovningen sag vi pa intervallhalveringsme-
toden. Den ar palitlig men ganska langsam. I denna studiotvning skall vi anvinda Newtons metod
som &ar mycket snabbare, bara vi har en bra férsta approximation av en 16sning. Som exempel kan
vi ta,

f(z) =0.5(x —2)* —2cos(22) — 1.5 =0

Vi borjar med att rita grafen till f for att fa en uppfattning om hur manga nollstéllen vi har och
ungefir var de ligger.

>> f=0(x)0.5%(x-2) .7 2-2*cos(2*x)-1.5;
>> x=linspace(-3,7);

>> plot(x,f(x))

>> axis([-3 7 -5 10]), grid on
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Vi ser losningar till f(z) = 0 som de punkter dér grafen skér z-axeln. Vi kan grafiskt ldsa av en
forsta approximation av en losning for att sedan forbéttra denna med Newtons metod. Innan vi
kan komma till Newtons metod maste vi dock forst se pa linjédriseringar av funktioner i en variabel.

2 Linjarisering

Vi skall se pa linjdrisering av en differentierbar (deriverbar) funktion i en variabel f : R — R.
Linjériseringen av f runt punkten a ges av (Definition 8, Adams 4.9)

L(z) = f(a) + f'(a)(x — a).

Néra punkten a har vi f(z) ~ L(x) och den réta linjen y = L(x) dr tangenten till kurvan y = f(x)
vid a.

Uppgift 1. Linjirisera f(z) = 0.5(z —2)? —2cos(2x) — 1.5 runt @ = —1, a = 2.5 och a = 2.8. Rita
funktionskurvan tillsammans med linjériseringarna i a for de olika a-vardena.



3 Newtons metod

Lat f : R — R vara en deriverbar funktion. Vi skall 16sa ekvationen f(z) = 0 med Newtons metod
(Adams 4.2) som bygger pa successiva linjériseringar.

Antag att z; dr en approximation av en 16sning till ekvationen f(x) = 0. Bilda linjdriseringen i
T, dvs.

L(z) = f(zx) + f'(wr)(x — @)
och 16s L(z) = 0, istéllet for f(z) = 0, och tag denna l6sning
S (@)

Ty1 = T — f’($k)

som en ny approximation av nollstillet. Detta dr Newtons metod.

Som stoppvillkor for iterationen tar vi
|xpy1 — x| < tol

Det betyder att vi accepterar xj,; om &ndringen i sista iteration dr mindre &n toleransen. Vi
tillater maximalt k., iterationer (k.. = 10 &r rimligt).

Vi ser pa nagra steg med metoden: Starta med en approximation xy av en losning till f(x) = 0.
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Bilda tangenten y = f(xo) + f'(zo)(x —z0) till fix = g och tag dess skirningspunkt med z-axeln
som en ny approximation

o (o)
1= T —
f'(z0)
4,
| 0.5¢ |
|
2t \
| 1
\ : ; x
0 I X9 T
\_/ 1 Lo
y=f(x) -05
= 0 2 4 6 15 2 25 3 35

Bilda tangenten y = f(z1) + f'(x1)(z — 21) i © = 7 och tag dess skiirningspunkt med x-axeln som
en &nnu nyare approximation
f(a1)

f'(x1)

To = T1 —



Som exempel tar vi: Los ekvationen f(x) = 0 dér
f(z) = 0.5(x — 2)? —2cos(2z) — 1.5

Grafen som vi redan ritat visar att vi har ett nollstélle ndra xy = 4 som vi tar som startapproxi-
mation.

>> f=0(x)0.5%(x-2) .7 2-2*cos(2*x)-1.5;
>> Df=0(x)x-2+4*sin(2*x) ;
>> x=4;
>> kmax=10;
>> t0l1=0.5e-8;
>> for k=1:kmax
d=-f(x)/Df (%) ;
x=x+d;
disp([x d])
if abs(d)<tol, break, end
end

Utskriften av xp och dp = xp41 — x) ger

3.867224680594720 -0.132775319405280
3.866407999346416 -0.000816681248304
3.866407887464428 -0.000000111881988
3.866407887464427 —-0.000000000000002

For en tillrackligt bra startapproximation xy konvergerar Newtons metod mycket snabbt. Ungefér
en fordubbling av antalet korrekta decimaler i varje iteration.

Uppgift 2. Lat f(z) = 2% — cos(4x). Los ekvationen f(x) = 0. Rita upp grafen till f for att se var
ungefir l6sningarna (skdrningspunkterna) ligger. Hur manga l6sningar finns det? Lés av i grafiken
en forsta approximation av en 16sning for att sedan forbéttra denna med Newtons metod. Rita ut
16sningen med en liten ring. Upprepa tills du berdknat alla 16sningar till ekvationen.

4 Eget program i MATLAB

Det &r praktiskt att packetera en metod genom att skriva ett program eller funktion som utfor
metoden. Vi gjorde det i forra studioovningen for intervallhalveringsmetoden och nu gor vi det
aven for Newtons metod.

Uppgift 3. Skriv en function som léser ekvationen f(z) = 0 med Newtons metod. Funktionen
skall heta min newton och skall som indata ges tva funktioner, dels en som beriknar f(z) dels
en som beridknar f’(z), en startapproximation av 16sningen, samt den noggrannhet 16sningen skall
bestdmmas med. Funktionen skall som utdata ge en approximation av nollstéllet som uppfyller
noggrannhetskravet.

Funktionen skall innehalla en hjélptext som beskriver hur den skall anvindas. Skriver vi help
min_newton i Command Window sa skall det se ut nagot liknande:



>> help min_newton
min_newton - berdknar nollstdlle till f(x) givet startapproximation xO.
Syntax:
x = min_newton(f,Df,x0,tol)
Argument:
f - funktionshandtag: pekar pa namnet till en funktionsfil eller
till en anonym funktion. T.ex. f=@funk eller f=0(x)cos(x)-x
Df - funktionshandtag: pekar pa namnet till en funktionsfil eller
till en anonym funktion som ger derivatan av f.
T.ex. Df=0@Dfunk eller Df=0(x)-sin(x)-1
x0 - ett tal som ger en startapproximation av nollstédllet.
tol - positivt tal som anger onskad noggrannhet for nollstallet.
Returnerar:
x - ett tal som ger approximativt nollstéalle.

Beskrivning:

Programmet berdknar ett approximativt nollstdlle till f(x) med
Newtons metod.
Exempel:

x = min_newton(@(x)cos(x)-x,0(x)-sin(x)-1,1.0,1e-5)

For att underlatta lite finns pa studiohemsidan ett programskal min_newton.m att utga ifran.

Uppgift 4. Anviand din funktion min newton for att losa foljande ekvationer. Rita grafer och
berdkna samtliga 16sningar.

(a). f(z)=0.5(x—2)>—2cos(2z) —1.5=0 (b). f(z) =23 —cos(4x) =0

5 Modifiering av Newtons metod

En dalig startapproximation kan leda till att Newtons metod divergerar, da &r det lampligt att
forsoka med dampad Newton

flaw)
f'(y)”
Déampningsfaktorn oy, véljs sa att | f(xg1)| < |f(x)|. Man kan t.ex. borja med ay, = 1, pa forsok ta
ett steg 1 iterationen, om vi har fatt en minskning av | f| accepterar vi steget. I annat fall halverar
vi successivt ay, och gor nya forsok, tills vi har en minskning av |f].

Ty1 = T — O =0,1,---

Om vi inte vill berdkna derivator sa kan vi approximera dem med differenskvoter
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for lampligt valt litet positivt tal h.

6 Fardigt program i MATLAB

Verktygsladan OPTIMIZATION TOOLBOX i MATLAB har en funktion fzero som finner nollstéllen.
Metoden i fzero ar en modifiering av Newtons metod i kombination med intervallhalveringsme-
toden, dir den senare griper in da startapproximationen inte tillrackligt bra.



Funktion fzero anvinds enligt nagot av alternativen
x=fzero(fun,x0) x=fzero(fun,x0,opts)

dér fun beskriver funktionen vi skall finna nollstéllet till, x0 &r en startapproximation av nollstéllet
eller ett intervall med teckenviixling som omsluter nollstéllet vi stker. I senare fallet kommer fzero
garanterat finna en approximation av ett nollstélle.

Alternativet med opts anvénder vi da vi t.ex. vill ange hur noggrant 16sningen skall beréknas.
Man skapar vektorn opts med funktionen optimset, se hjilptexten.

Vi anvéander fzero for att berdkna en 16sning till
f(z) =0.5(x —2)* —2cos(2r) — 1.5 =0
for en sista gang.

>> f=0(x)0.5%(x-2) .7 2-2*cos(2*¥x)-1.5;

>> x0=4;
>> x=fzero(f,x0)
X -

3.866407887464427

Uppgift 5. Los ekvationen f(z) = (z —5)e” +5 = 0 med fzero. Rita graf och se efter var
nollstallena ligger och berédkna det intressanta nollstéllet. Lés sedan helt kort om bakgrunden till
ekvationen i nésta avsnitt.

7 Svartkroppsstralning

Detta avsnitt anknyter till Atkins och Jones kapitel 1. Energitdtheten vid svartkroppsstralning ges
av Plancks stralningslag

8mhe 1

u\T) = N5 ehe/RAT _ |

dir A [m] dr vaglingden, T [K] &r temperaturen, h = 6.6256 x 107** [Js] #r Plancks konstant,
¢ =2.9979 x 10°® [ms~'] dr ljushastigheten i tomrum och k& = 1.3805 x 1023 [JK™!] &r Boltzmanns
konstant.

I nésta studiodvning skall vi aterskapa figur 1.12, Atkins och Jones kapitel sid 8, som visar graferna
av u(X, T') over intervallet 0 < A < 10 um for nagra olika viarden pa 7.

Huvuddelen av stralningen forskjuts mot allt kortare vaglangder da temperaturen okar, se graferna
i figur 1.12 (topparna flyttas at vinster da 7" 6kar). Enligt Wiens forskjutningslag (Atkins och Jones
sid 9) giiller sambandet

T Aax = by

dir Apax dr den vaglingd for vilken stralningen dr maximal och by = 2.8979 x 1072 dr Wiens
forskjutningskonstant.

Man kan hérleda Wiens forskjutningslag fran Plancks stralningslag genom att deriverar wu(A\,T")
med avseende pa A och séitta derivatan till noll. Vi far
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Later vi z = k’j\cT kommer vi efter forenkling fram till ekvationen

flz)=(x—=5)e"+5=0

Denna ekvation kan inte 16sas exakt. I uppgift 5 berdknade vi ekvationens 16sning x* = 4.9651 och
far dirmed by = & =2.8979 x 107%.

Enligt Stefan-Boltzmanns lag (Atkins och Jones sid 9) giller sambandet £ = oT* mellan totala
energimingden E och temperaturen 7', dir o = 5.6704 x 10~8 [Wm 2 K] ér Stefan-Boltzmanns
konstant.

Stefan-Boltzmanns lag kan fas fran Plancks lag genom integration, men vi vantar med detta tills
ldasperiod 2 da vi lar oss om integraler.



