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Matematiska vetenskaper

Linjarisering och Jacobimatris

1 Inledning

Redan i envariabelkursen sag vi pa linjarisering av en differentierbar (deriverbar) funktion i en
variabel f: R — R. Linjdriseringen av f runt punkten a ges av (Definition 8, Adams 4.9)

L(z) = f(a) + f'(a)(z — a).
Néra punkten a har vi f(x) ~ L(z) och vi paminner oss om att den réta linjen y = L(x) &r

tangenten till kurvan y = f(x) vid a.

Newtons metod for 16sning av ekvationer f(z) = 0 bygger pa upprepad linjarisering. Vi skall se pa
linjdrisering av funktioner i flera variabler, bade reellviarda och vektorvarda. I ndsta studiovning
skall vi anvénda detta for att se hur vi kan generalisera Newtons metod sa att vi kan 16sa system
av icke-linjéra ekvationer f(x) = 0. Men forst en liten uppgift.

Uppgift 1. Linjirisera f(z) = 0.5 (x —2)? — 2 cos(2z) — 1.5 tunt a = —1, a = 2.5 och a = 2.8.
Rita upp funktionskurvan tillsammans med tangenterna i (a, f(a)) for de olika a-virdena.

2 En funktion i tva variabler, f: R? - R

Lat f(xy, o) vara en differentierbar funktion i tva variabler, f: R? — R. Linjériseringen av f
runt punkten (aj,as) ges av (Adams 12.6)
0 0
L(zy,w2) = f(a1,az) + 8—51(@1, as)(ry — ar) + 8—;;(611, as)(zy — az)

och néra punkten (aq, as) har vi f(xq1,x9) &~ L(z1, x9).

Det réita planet z = L(xq,z2) dr tangentplanet till ytan z = f(z1, x2) ovanfor punkten (aq, as).

Vi skall se hur man ritar upp tangentplan, men forst skall vi skriva om linjériseringen med
vektorbeteckningar.



Vi later © = (21, x2), f(x) = f(x1,22) och @ = (ay,ay). Anvander vi gradienten

o[- [

() (w1, 22)
kan vi skriva linjériseringen
L(z) = f(a) + V[(a)' (x — a).

Ligg miirke till att V f(a) och & — a ir kolonnvektorer sa V f(a)”(x — a) #r skaldrprodukten
Vi(a)-(x-a)

Lat oss som exempel ta f(z) = s23(1+ 23) — z; + 1. Da giller

of of

_ 2\
o () =21(1 + 25) — 1, o

(@) = a1z,

och dirmed V f(x)" = [21(1 4+ 23) — 1 afx,]. Linjdriseringen vid t.ex. @ = (2, 1) blir

ZL‘1—2
1’2—1

L(z) = f(a)+ Vf(a)' (x —a) =3+ [3 4] [ } =3+ 3(r1 —2) +4(zg — 1).

Nu skall vi beskriva linjariseringen i MATLAB och rita upp tangentplan. Samtidigt passar vi pa
att rita normalen. Vi tar punkten a = (0.8,0.1).

Vi beskriver funktionen och dess derivator med

>> £=0(x,y)0.5%x.72.%(1+y."2)-x+1; % Enklare skriva x,y istdllet for x1,x2
>> dfdx=0(x,y)x.*(1+y."2)-1; dfdy=0(x,y)x."2.%*y;

Sedan bildar vi linjdrisering och normalvektor med funktionerna

>> L=0(x,y,a,b)f(a,b)+dfdx(a,b)*(x-a)+dfdy(a,b)*(y-b);
>> n=0(x,y) [dfdx(x,y) ;dfdy(x,y);-1];

Vi anger tangeringspunkt och berdknar normalvektor samt anger omradet vi skall rita over.

>> a=0.8; b=0.1; % Enklare skriva a,b istidllet for al,a2
>> pO=[a;b;f(a,b)]; nO=n(a,b); % Tangeringspunkt och normalvektor

>> x=linspace(-0.5,1.5,20); y=linspace(-1.2,1.2,20);

>> [X,Y]=meshgrid(x,y); % Koordinatmatriser for omradet

Ritar funktionsyta, tangentplan samt normal med

>> Z=f(X,Y); T=L(X,Y,a,b);

>> surf(x,y,Z) % Funktionsytan

>> hold on

>> surf(x,y,T,’FaceColor’,’b’, ’FaceAlpha’,0.4) Y% Tangentplanet
>> s=[-1 1]; % For att rita normalen

>> plot3(p0(1)+s*n0(1),p0(2)+s*n0(2) ,p0(3)+s*n0(3),’m’,’linewidth’,2)
>> hold off

>> xlabel(’x’), ylabel(’y’), zlabel(’z’), box on

>> axis equal, axis vis3d, rotate3d on



Vi anvénder axis vis3d sa att skalan inte fordndras da vi vrider och vander pa grafen, med
rotate3d on blir det mojligt att ta tag i grafen och vrida den.

Hér ser vi ytan med tangentplanet och normalen. Vi tittar fran tva olika hall.

Nér det géller att rita funktionsytor och tangentplan far vi kanske ga tillbaka till studiovning 1
och repetera. Ligg maérke till att vi ritar upp tangentplanet som grafen till linjariseringen, dvs.
vi ritar tangentplanet pa samma sétt som vi ritar funktionsytan.

Néar vi ritar normalen ritar vi den som en rét linje fran en punkt i rummet till en annan. Vi
anviander plot3 och da maste koordinater for start- och slutpunkt separeras i tre vektorer for
x-, y- respektive z-koordinaterna. Eftersom s=[-1 1] &dr en vektor (se koden pa sidan 3) sa ger
pO+s*n0 en vektor (i MATLAB) motsvarande en linje med start i @ — n och slut i @ + n. Vi
separerar koordinaterna

X: p0(1)+s*n0(1)
p0(2)+s*n0(2)
z: p0(3)+s*n0(3)

<

och ritar linjen med
>> plot3(p0(1)+s*n0(1),p0(2)+s*n0(2),p0(3)+s*n0(3),’m’,’linewidth’,2)
Vi ser en bit av normalen magentafiargad.

Uppgift 2. Linjérisera f(x) = 21 cos(2z,) sin(z2) runt punkten a = (3, 1). Rita upp funktions-

ytan tillsammans med tangentplanet i a. Aven tangeringspunkten skall ritas ut.



3 Tva funktioner i tva variabler, f: R? — R?

Lat fi(z1,z2) och fo(xy, xs) vara tva differentierbara funktioner i tva variabler, f; : R* — R och
fo : R? — R. Linjériseringen av f; respektive fo runt punkten (ai, as) ges av

Li(z1,22) = fi(a1,a2) + %(&17 as) (w1

al‘l
Afs

—ap) + —1(&17612)(372 — as),

8l‘2
Afs

Ly(x1,29) = falay, az) + =—(a1, a2)(x1 — a1) + =—(a1, az)(x2 — az),

8.’171

8372

Later vi & = (z1,z2), f(x) = (fi(x), f2(x)) och a = (a1, as) kan vi skriva

Li(z) = fi(a) + V fi(a)" (z - a),
Ly(x) = fo(a) + V fo(a)’ (z — a),

eller med matrisbeteckningar

L(z) = f(a) + Df(a)(x - a),

dér L(x) = (Ly(x), La(x)) och

on

on

e, () s ()
Df(x) = o o ,
8—x1($) 8—@(‘%)

ar Jacobimatrisen.

Lat oss som exempel ta f(x) = (x1(1 + 23) — 1, 25(1 + 2}) — 2). Da giiller

df1 _ 2 ofi _
e () =1+ a3, s (x) = 22129,
of, oh, .,
. (x) = 2x1709, o, (x) =1+ 27,
och darmed
- 1+ .I‘% 21’1372
Df(z) = [21’11’2 1+ xf] '

Linjériseringen vid @ = (2, 1) blir

L(z) = f(a) + Df(a)(z — a) =

i e

Uppgift 3. Linjirisera f(x) = (23 + 23 — 1,e"%2 + 21 + 25 — 2) runt @ = (2,1). Nu ér det ingen
idé att forsoka rita. Rékna ut for hand, skriv ned pa papper och skriv MATLAB-kod. Anvénd
matris-beteckningar.



4 Flera funktioner i flera variabler, f: R" — R"

Vi generaliserar nu till godtyckligt antal funktioner i godtyckligt manga variabler. Lat f; beteckna
m funktioner i n variabler, dvs. f: R™ — R™. Vi later

) filzy, .. xy)
z=|:|, flx)= : :
T (1, xy)
och of of
Df(x) = z z
Ofm Ofm

Hér &r m x n matrisen D f(x) Jacobimatrisen av f i @. Linjariseringen av f i punkten a blir

L(z) = f(a) + Df(a)(@ — a).

Som ni ser sa ar det vildigt likt da n = m = 2, det géller bara att halla ordning pa antalet rader
och kolonner.

5 Newtons metod

En viktig anvéindning av linjérisering &r vid 1osning av system av icke-linjira ekvationer f(x) = 0,
dar f : R” — R", med Newtons metod. Metoden bestar i att utgaende fran en startapproxima-
tion av en losning approximera funktionen med linjariseringar for att successivt fa allt béattre
approximationer.

I nésta studiotvning skall vi titta pa den hér typen av problem och bekanta oss med Newtons
metod.



