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Matematiska vetenskaper

Differenskvoter

1 Inledning

Vi behover approximera derivator u'(x), u”(x), - -+, bla. i samband med l6sning av differential-
ekvationer, genom att anvénda flera funktionsvérden i ndrheten av x.

Precis som vid definitionen av derivator kommer vi anvanda differenskvoter. Da lat vi h — 0, nu
kommer vi ta h som ett litet positivt tal.

2 Taylorutveckling

For att se hur noggrann en viss approximation &r skall vi anvinda Taylorutveckling som ni ldste
om i lasperiod 1 (Adams kapitel 4.3)

@) = £(@)+ P+ Ly oo L o)

dar h=2z — a.

For oss passar det lite battre att beteckna f med u och att skriva x som a + h. Da har vi

7 (n)
uw(a+h) =u(a)+u'(a)h + u 2('a) R2a...g Y n'(a) h" + O(h")

Byter vi @ mot x far vi

w(z + h) = u(z) + o' (z)h + “"( )h2 t “(Z( Vi 4+ o

och da har vi den variant som passar oss i nasta avsnitt.

3 Forsta derivator

Infor framat- och bakatdifferenskvoterna

u(x + h) — u(z)
A ;

D iu(zx) =

Later vi h — 0 sa far vi derivatan «'(x). Tar vi h som ett litet positivt tal sa far vi en approximation
av derivatan. Hur bra ar denna?

Vi skall visa att
u'(z) = Diu(z) + O(h), u'(x) = D_u(x)+ O(h)

dvs. om vi halverar h sa halveras felet.



Taylorutveckling av u(z) ger

u(z + h) = u(z) + h'(z) + %u”(:c) + %u(?’) (z) + %uw () +--- (1)
e — ) = u(e) — (@) + )~ @) D) 2)

Fran (1) far vi direkt

u(x + h) —u(zx)

D u(z) = ; =u'(x) + 2u”(:c) + = (x) + O(h)
och fran (2) far vi
D_u(x) = u(@) = Z(x —h _ u'(z) — gu”(x) + - =1u'(x) + O(h)

Aven centraldifferenskvoten
u(@+h) —u(z —h)

Dou(x) = 57

dr en approximation av derivatan u/(z).

Genom subtraktion av (1) med (2) kan man se att
u'(z) = Dou(z) + O(h?)

Vi ser att Dyu(z) dr noggrannare &n D u(z) och D_u(x). Vid behov kan man med Taylorutveck-
ling ta fram dnnu noggrannare differenskvoter.

4 Hogre ordningens derivator
Vi kan approximera andra derivatan u”(x) med

u(x 4+ h) — 2u(x) + u(z — h)

D, D _u(x) = 2

Addition av (1) med (2) ger
u"(z) = Dy D_u(z) + O(h?)

Vidare kan vi approximera u” (z) = u® (z) med

u(z + 2h) — 2u(x + h) + 2u(x — h) — u(x — 2h)
2h3

samt v (x) = u®(x) med

u(z + 2h) — 4u(z + h) + 6u(z) — du(x — h) + u(x — 2h)
hA

och far noggrannheten O(h?) éven i dessa fall.



