CTH/GU STUDIO 2 MVE465 - 2019/2020
Matematiska vetenskaper

Tillampning av integraler

1 Inledning

Vi skall se pa nagra tillimpningar av integraler. Forst arean och volymen av en rotationskropp
sedan ldngden av en graf och avslutningsvis grafen av en funktion av typen f(x) = fcd g(t,x)dt.

2 Rotationskroppar

Betrakta kurvan som ger grafen av en funktion y = f(x) 6ver ett intervall a <z < b. Som exempel

kan vi ta
~ 1—0.5sin(z)
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Sa har ser kurvan ut
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och vi vill berdkna den inneslutna volymen samt rotationsytans area.



Volymen som begrinsas av rotationsytan ges av (Adams kapitel 7.1, sid 393)
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och arean av rotationsytan ges av (Adams kapitel 7.3, sid 409)
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For vart exempel néjer vi oss med en numerisk berékning av volym V' och ytarea S enligt

>> f=0(x) (1-0.5*sin(x)) ./ (1+x.72);
>> Df=0(x)-0.5%cos(x)./(1+x.72)-(1-0.5*sin(x))*2.*x./(1+x.72) ."2;
>> a=-2; b=3;
>> V=pixintegral(@(x)f(x)."2,a,b)
Vv =
5.1095

>> S=2xpix*integral (@(x)abs(f(x)).*sqrt(1+Df(x)."2),a,b)

g =
16.3260

Uppgift 1. Beridkna volymen och arean av rotationsytan som bildas da grafen till

f(z) = 1.5 +sin(0.022%), 0<x<25

roterar runt z-axeln.

Sa hér ser ytan ut
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Om du vill se koden som genererar ytan kan du titta pa funktionen rotationsyta som ligger pa
studiohemsidan (forstaelsen far kanske vénta till flervariabelanalysen i lasperiod 3).

3 Baglingd

Vi ténker oss att vi har ett polygontag (x1,41), (T2, v2), -+, (Tn, yn) som vi ritat en figur av
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Vill vi berdkna polygontagets lingd kan vi géra det med

n—1
‘LIE:V%WH_xJL+@H1_%V
=1

Har vi koordinaterna samlade i tva vektorer x och y sa beréknar vi lingden med

>> n=length(x) ;
>> L=0;
>> for i=1:n-1
L=L+sqrt ((x(i+1)-x(i)) "2+(y(i+1)-y(i))"2);
end

eller lite kortare med s.k. vektorisering

>> L=sum(sqrt((x(2:end)-x(1:end-1)) . 2+(y(2:end)-y(l:end-1)).72))
alternativt (diff som bildar differensen mellan element i vektorn)

>> L=sum(sqrt (diff (x) . 2+diff (y)."2))

Formeln for L, som vi tittade pa redan i studioévningen ” Kontrollstrukturer i MATLAB” i ldsperiod
1, fas genom att anvinda Pytagoras sats pa varje segment i polygontaget.
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Nar vi ritar en graf till en funktion f(z) 6ver ett intervall a < z < b dr det ett polygontag
(xla ?/1), (:E27 92)> Ty (xna yn) vi ritar upp dér

a=1x; <To<---<xp,=>0 medAr; =x;41 —1;

yl:f(xl)v y2:f(x2)7 7yn:f(xn)

En approximation av langden av grafen far vi genom att berdkna lingden av polygontaget.



Vi skall se vad som hénder om vi tar allt fler punkter i polygontaget som beskriver grafen, dvs. vi
skall lata Az; — 0 och n — oc.

Det giller att
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Tit1 — T4
Denna formel hittar ni i Adams kapitel 7.3 sid 405.
Som exempel berdknar vi lingden av grafen till f(x) = sin(x) 6ver intervallet 0 < z < 27.
>> n=b5;
>> x=linspace(0,2*pi,n);
>> y=sin(x);
>> plot(x,y)
>> L=sum(sqrt(diff (x) . 2+diff(y)."2)) % Approximation
>> s=integral(@(x)sqrt(l+cos(x)."2),0,2*%pi) % Exakt (dvs. noggrann approximation)
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Vi ser att vi far konvergens.

Uppgift 2. Beriikna lingden av grafen till f(x) = 1.5+ sin(0.022?%), 0 < x < 25, dvs. funktionen
fran uppgift 1. Tag successivt n allt storre. Rita lampliga figurer.



4 Grafen av f(z) = fcdg(t,x) dt

Ibland vill man rita grafen av en funktion definierad genom f(z) = fcd g(t, z) dt dver ett intervall
a < z < b. Om det inte finns nagon anvéndbar primitiv funktion till integranden ¢ ar detta en
relativt krivande uppgift, for varje z-virde som behovs for grafen maste vi berdkna f(x) genom
att berdkna en integral.

Man kan i MATLAB beriikna funktionen f(z) = fcd g(t, ) dt for en parameter x, som vi kan ge
olika vérden, enligt

>> f=integral(@(t)g(t,x),c,d)

Har forutsitts att g ar en funktionsbeskrivning (funktionsfil eller anonym funktion med funktions-
handtag) i de tva variablerna t och x.

Skall vi nu rita en graf av f(z) 6ver a < x < b, sa ar hir strukturen pa en skriptfil for detta.

g=0(t,x)...; % Integranden, om vi gor ett funktionshandtag
c=...; d=...; % Integrationsgranserna

a=...; b=...; n=...; % Intervallgranser for grafen samt antal punkter
x=linspace(a,b,n); % x-viardena

f=zeros(size(x)); % Fordimensionering. Skall fylla pd integralvardena

for i=1:length(x)

f(i)=integral(@(t)g(t,x(i)),c,d); % f(x(i))-vardena
end
plot(x,f) % Ritar grafen

Vi tittar ndrmare pa f=zeros(size(x)). Hér ger size(x) storleken pa radvektorn x. Déarmed ger
zeros (size(x)) en radvektor, lika stor som x, fylld med nollor. Nu kommer f vara en radvektor
av réatt storlek och vi fyller pa réatt f(x;)-virden i for-satsen.

Dessa virden, dvs. f(x;) = fcdg(t, x;) dt, berdknas med f (i)=integral (@(t)g(t,x(i)),c,d) dar
@(t)g(t,x(1)) en anonym funktion med ett funktionshandtag. Hér &r ¢ variabeln och ¢(¢, x;) &r
funktionens vérde, dar x; ar ett konstant vérde. Vi har alltsa en funktion i en variabel t som
integral kommer integrera.

Uppgift 3. Den matematiska pendeln. En masspunkt med massan m hénger i en viktlos smal
stav av langden /.

Vi vill for olika begynnelseutslag 6y bestamma pendelns periodléangd.



Periodlangden ges av formeln

¢ [T def
T(6y) = 4\/;/0 V/1 —sin?(#/2) sin ()

dér integralen ar en s.k. elliptisk integral som saknar anvéndbar primitiv funktion.

Lat ¢ = 0.1 m och tag begynnelseutslagen 6, = 10°,30°,--- 170°. Beridkna en approximation av
periodléingden for de olika begynnelseutslagen. Rita en graf av T som funktion av €y. Anvind
radianer vid integralberdkningarna och dessa skall goras med funktionen integral.



