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Matematiska vetenskaper

Mer om linjara ekvationssystem

1 Inledning

Denna studiodvning fortsatter med linjéra ekvationssystem och matriser, som vi forst tittade pa
i studio6vning 7 i forra ldsperioden. Vi ser pa hantering och uppbyggnad av matriser samt ope-
rationer pa matriser. Dérefter ser vi pa linjara ekvationssystem, dels med sma koefficientmatriser
men ocksa med stora och glesa koefficientmatriser som ofta uppstar i tekniska tillimpningar. Men
allra forst lite repetition fran forra ldsperioden.

En matris av storleken m x n ar ett rektangulért talschema med m rader och n kolonner,
aip -0 Qip
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Ett matriselement a;; (rad nr 4, kolonn nr j) skrivs A(1,j) i MATLAB. Med [m,n]=size(A) far vi
matrisens storlek, medan m=size(A,1) ger endast antal rader och n=size(A,2) ger endast antal
kolonner.

En matris av storleken m x 1 kallas kolonnvektor och en matris av storleken 1 x n kallas radvektor,

Element nr ¢ ges i MATLAB av b(i) och antalet element ges av m=length(b). Motsvarande géller
for radvektorn c.

2 Hantering av matriser

En matris kan betraktas som en samling av kolonner:
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Pa motsvarande sétt kan man dven betrakta den som en samling av rader.



I MATLAB plockar man ut kolonn nr 7 med A(:,j). Har &r j kolonnindex medan radindex
i =1,...,m representeras av tecknet kolon (:). Man kan dven skriva A(1:m, j). Pa motsvarande
sitt ges rad nr ¢ av A(i,:) eller A(i,1:n).

Vi kan ta ut ett block ur en matris med A(iv,jv) dér iv dr en vektor med radindex och jv &r
en vektor med kolonnindex. Resultatet blir en matris med length(iv) rader och length(jv)
kolonner.

>> A=[1 35; 79 11; 2 4 €] >> B=A([2 3],[1 3])
A= B =
1 3 5 7 11
9 11 2 6
2 4 6

Transponatet AT av en matris A ges av apostrof (*).

>> A=[1 3 5; 7 9 11] >> B=A’
A= B =
1 3 5 1 7
9 11 3 9
5 11

147 10 456 1
A=|258 11|, B={3 2 1| c=|3], d=[0 2 4]
369 12 111 5

(a). Satt in kolonnvektorn ¢ som 3:e kolonn i A och sétt in radvektorn d som 2:a rad i B.

(b). Lat 1:a och 3:e raden i A byta plats och lat dérefter den 2:a och 4:e kolonnen byta plats.

3 Bygga upp matriser

Med funktionerna zeros och ones kan man i MATLAB bilda matriser med nollor och ettor.
Exempelvis zeros(m,n) ger en matris av storleken m x n fylld med nollor. Med zeros(size(A))
far vi en matris fylld med nollor av samma storlek som A. Motsvarande géller fér ones.

Enhetsmatriser bildas med funktionen eye, med eye(n) far vi enhetsmatrisen av storleken n x n.
Man kan ocksa anvénda eye for att bilda rektangulidra matriser med ettor pa huvuddiagonalen och
nollor for 6vrigt. Med eye (m,n) far vi en sadan matris av storleken m x n och med eye (size(A))
far vi en av samma storlek som A.

Med diag bildas diagonalmatriser. En vektor kan ldggas in pa en viss diagonal enligt

>> d=[2 3 7]; >> d=[2 3 7];
>> A=diag(d,0) % eller A=diag(d) >> A=diag(d,1)
A= A=
2 0 0 0 2 0 0
0 3 0 0 0 3 0
0 0 7 0 0 0 7
0 0 0 0



Huvuddiagonalen markeras med 0, diagonalen ovanfoér till hoger med 1, diagonalen nedanfor
till vinster med -1, osv. Matrisen blir sa stor att vektorns alla element far plats lings angiven
diagonal.

Man kan bygga upp matriser blockvis av andra matriser med hakparanterer ([ 1). Vi har gjort
detta i samband med att vi bildade den utokade matrisen E = [A b]. Da satte vi i MATLAB ihop
n X n-matrisen A med n x 1-matrisen (kolonnvektor) b till n x (n+ 1)-matrisen E enligt E=[A b].

Vi kan sétta ihop tva matriser A och B horisontellt med [A B] om antal rader i de tva matriserna
ar lika. Tva matriser A och B kan séttas ihop vertikalt med [A; B] om antal kolonner i de tva
matriserna &r lika.

Uppgift 2. Radera matrisen B (clear B) och skriv in den igen genom att forst bilda kolonnerna

4 5 6
b= [3], by= 12|, by=|1
1 1 1

och sedan sétta in dem i matrisen B = [by by bg].

Uppgift 3. Bilda matrisen

07 8 7
7 5 6 5
A=139610 9
7 5 9 10

av storlek 2 x 2, i partitioneringen (mer om detta finns i Lay kapitel 2.4)
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Bilda delmatriserna A;;,

genom att ta ut delar av matrisen A. (Se forra avsnittet hur man gér i MATLAB.)

Hur kan man bilda A i MATLAB, da delmatriserna A;; &r givna? Forsok aterskapa A med
delmatriserna A1, Ais, Aoy och Ao,
4 Operationer pa matriser

Matris-vektorprodukten y = Ax av en m X n-matris och en n-kolonnvektor dr en m-kolonnvektor
som ges av

U1 aiy -0 Qin Ty a11T1 + A12To + -+ -+ + Q1,7
Ym Am1 - Amn Tp Am1T1 + Am2T2 + - F AmnLn
y A X Ax

eller elementvis .
Yi = Z AjjTj = Aj1T1 + ApXe + -+ + AinTp
j=1
Matris-vektorprodukten y = Ax kan berdknas i MATLAB med den inbyggda matrismultiplikatio-
nen (*) enligt y=A*x eller med lite egen programmering (som bygger upp y elementvis)



>> y=zeros(m,1);

>> for i=1:m
s=0;
for j=1:n

s=s+A(1,j)*x(j);
end
y(i)=s;
end

Ett alternativt sédtt att introducera matris-vektorprodukt &r att definiera Ax som en linjér-
kombination av kolonnerna i A, (se Lay avsnitt 1.4)

T
y =Ax = [al an] | =rar +a0a 4+ -+ xpa, =
Tn
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I MATLAB skulle vi, for t.ex. n = 3, skriva
>> y=A(:,1)*x(1)+A(:,2)*x(2)+A(:,3)*x(3)
och for ett storre virde pa n skulle vi kunna bilda linjarkombinationen enligt

>> y=zeros(m,1);
>> for j=1:n
y=y+A(:, ) *x(3);
end

Matris-matrisprodukten C = AB av en m X n-matris A och en n x p-matris B, med kolonner
by,---,b,, &r en m X p-matris som ges av

C=AB=A[by,---,b,] =[Aby,--- ,Ab,]
eller elementvis

n
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k=1

Matrismultiplikationen C = AB kan berdknas i MATLAB med den inbyggda matrismultiplikatio-
nen (*) enligt C=A*B eller med lite egen programmering (som bygger upp C elementvis)

>> C=zeros(m,p);
>> for i=1:m
for j=1:p
cij=0;
for k=1:n
cij=cij+A(i,k)*B(k,j);
end
C(i,j)=cij;
end
end



Alternativt bygger vi upp kolonnvis enligt

>> C=zeros(m,p);
>> for j=1:p
C(:,3)=A*B(:,3);
end

Uppgift 4. Skriv in f6ljande matriser i MATLAB.

4
., B=|3
1

— o Ot
— — O

1
, x=|1], a=[-1 0 1]
1

Berédkna foljande produkter, bade for hand, dvs. med penna och papper, och med MATLAB, dvs.
med inbyggda matrismultiplikationen (*),

Ax, Bx, AB, ax, xa, aB.

Berdkna produkten Ax dven genom att ni skriver en egen programkod i MATLAB. Skriv snyggt
och tydligt.

Uppgift 5. Bilda

1
A=10
1

o = O
_ o o

1
, B=| -2
0

O = O

0
0, C=
1

(NI V]

11
10
21

(a). Kontrollera att associativa och distributiva lagarna géller for dessa matriser.

Du skall alltsa se att A(BC) = (AB)C respektive A(B + C) = AB + AC och (B + C)A =
BA + CA.

(b). Vanligtvis dr matrismultiplikation inte kommutativ. T.ex & AC # CA och BC # CB
(kontrollera gérna), men vad géller for AB och BA?

5 Sma linjara ekvationssystem

Matriser anvénds bland annat for att skriva ned linjéara ekvationssystem. I MATLAB finns backslash-
kommandot (\) eller alternativt kommandot rref (row-reduced-echelon form) som loser systemet,
Ax = b enligt

>> x=A\b
>> rref ([A b))

Backslash-kommandot anviands ndr A &r en kvadratisk matris och vi vet att vi har en entydig
16sning. Har vi fria variabler sa anvénder vi rref som reducerar den utokade matrisen [A b] till
reducerad trappstegsform.

Vid numeriska beriikningar skall man inte bilda x = A~'b, dvs. man skall inte bilda inversen
och multiplicera med den. Det blir mindre effektivt och mindre noggrant, speciellt for lite storre
matriser.



Uppgift 6. En liten stokiometriuppgift. Vid forbréanning av propan (C3Hg) géller foljande kemiska
reaktionsformel (obalanserad)

({L‘l) CgHg -+ (ZL‘Q) Oy — (ZL‘g) COy + (l‘4) H,0

For att balansera formeln representerar vi C3Hg med vektorn (3,8,0), Oy med vektorn (0,0, 2),
osv. Pa detta sitt kan den obalanserade ekvationen skrivas

3 0 1 0 0
lax1+ |0 |xzeo— |0 |ax3— 1|2 |ag=10
0 2 2 1 0

Losningen x = (1,5, 3,4) (den minimala heltalslosningen) ger den balanserade reaktionsformeln
C3Hg + 502 — 3CO4 + 4 H,0
(a). Balansera nu den kemiska formeln
MnS + AsyCri9Oss + HoSO4 — HMnOy + AsHs + CrS30;5 + HoO

som &r av intresse bl.a. vid framstéllning av arsin (AsHzs).

Med format rat skrivs berdkningsresultat med rationella tal och det blir enklare att tolka svaret.
Standardformatet far vi sedan tillbaka med format short.

(b). Skriv ned den balanserade formeln pa papper.

6 Stora och glesa linjara ekvationssystem

En del problem har vildigt manga obekanta och ger stora matriser. Finns det fa kopplingar blir
det manga nollor i matrisen, vi far en s.k. gles matris. Vi skall se hur MATLAB hanterar detta.
Néar val matrisen édr lagrad kinner MATLAB av att det dr en gles matris nér vi t.ex. vill berdkna
16sningen till ett linjart ekvationssystem.

Som exempel tar vi matrisen

(7T 0 05 0]
0 2 -8 0 0
A=|3 0 0 0 11
1 0 0 4 0
05 9 0 6

Detta &r en gles matris och en lagringsmetod &r att lagra tripplar (i, j, a;;) for de element som &r
skilda fran noll. Vi bildar en tabell 6ver nollskilda element och deras rad- respektive kolonnindex.

? 112 23 3 44 5 55
J 142 31 5 14 2 35
A 752 -83 11 14 -5 96

I MATLAB bildar man tre vektorer av rad- och kolonnindex samt matriselement.

>> ivec=[1 122334455 5];
>> jvec=[1 42315142 35];
>> aijvec=[7 52 -8 3 11 14 -5 9 6];



och bildar den glesa matrisen med funktionen sparse enligt

>> A=sparse(ivec, jvec,aijvec)

A=
(1,1 7
(3,1) 3
4,1) 1
(2,2) 2
(5,2) -5
(2,3) -8
(5,3) 9
(1,4) 5
(4,4) 4
(3,5) 11
(5,5) 6

Utskriften visar alla nollskilda element och deras plats i matrisen. Med funktionen full kan vi
omvandla en gles matris till en vanlig fylld matris enligt

>> FA=full(A)

FA =
7 0 0 5 0
0 2 -8 0 0
3 0 0 0 11
1 0 0 4 0
0 -5 9 0 6

Hér far vi en kontroll att vi bildat ratt matris. Nu var detta ingen stor matris, vi villebara visa
principerna foér hur man bildar en gles matris med sparse.

Efter att i MATLAB ha bildat den glesa matrisen A, hogerledsvektorn b sa berdknar vi 16sningen
x med x=A\b.

Eftersom matrisen dr lagrad som en gles matris kommer MATLAB l6sa ekvationssystemet med
metoder som utnyttjar gleshetsstrukturen for att pa ett mycket effektivt sétt berdkna l6sningen.

I manga linjéra ekvationssystem fran tekniska tillimpningar &r matrisen en s.k. bandmatris, dvs.
matrisen har diagonaler av nollskilda element oftast samlade néra huvuddiagonalen. En sadan
matris kan man bilda med sparse men enklare och mer effektivt ar att anvénda funktionen
spdiags.

Som ett forsta litet exempel tar vi matrisen

2 -1 0 0 0]
-1 2 -1 0 0
A= 0 -1 2 -1 0
0O 0 -1 2 -1

0 0 0 -1 2|

Detta dr en bandmatris med tre diagonaler (ofta kallad en tridiagonal matris).

I MATLAB bildar vi en vektor fylld med 1:or, ddrefter placerar vi in denna vektor (multiplicerad
med 2 respektive -1) som diagonaler med spdiags enligt



>> n=5; ett=ones(n,1);
>> A=spdiags([-ett 2*ett -ett],[-1 0 1],n,n);

Diagonalerna sitts ihop som kolonner i en matris med [-ett 2*ett -ett], de maste darfor vara
lika langa. Kolonnerna placeras som diagonaler i ordningen som ges av vektorn [-1 0 1] och det
hela skall bli en n x n-matris, ddrav n,n allra sist. I nésta avsnitt skall vi anvidnda matrisen ovan.

7 Randvirdesproblem for differentialekvationer

Vi skall se pa randvdrdesproblem for differentialekvation av typen

{ u'(x) = f(z,u, ), z, <x <z
u(xy) = Uq, u(xy) = up

Oftast gar det inte att ge en anvéindbar formel for 16sningen, utan vi maste anvénda berdknings-
metoder for att bestdmma en numerisk 16sning.

Det finns olika berdkningsmetoder, gemensamt for dem ar att de leder till 16sning av ett icke-linjért
ekvationssystem eller ett linjéart ekvationssystem i det fall f &r linjar i u och o'.

Vi skall i nésta ldsperiod se pa hur man loser system av icke-linjara ekvationer. For tillfallet
kommer vi noja oss med att se pa linjdra randvirdesproblem, dvs. sadana problem som kan

skrivas
{ u'(z) + a(z)u' (z) + b(z)u(z) = f(x), 2, <z <z
w(zy) = Ug, u(xy) = uyp

Vanligtvis maste vi berdkna en numerisk 16sning, men om a och b &ar konstanter, dvs. inte beror
av x, sa finns det som ni vet formler for l6sningarna.

Vi anvinder differensmetoden for att 16sa problemet

{ u(x) + a(x)u' (x) + b(x)u(z) = f(z), o <x < a9
w(ry) = Uq, u(xy) = up

gor vi en likformig indelning av intervallet a < x < b i ett nét
a=Tyg<xp < < Tjq <$i<l’i+1<"'<l’n<l’n+1:b

daer:aJrzh,z:O,l,’n+1medh:z;+ci

Vi ersiitter u”(z;) och u/(z;) med s.k. centraldifferenskvoter

U1 — 2U; + Ui U1 — Uj_q
u'(x;) ~ Dy D_u(x;) = —= h; — u'(x;) = Dou(z;) = H27hl
i de inre ndtpunkterna z;,7 = 1,--- ,n, och far ekvationssystemet

i+1 — 2u; i— i+1 — Ui— .
o ;Z;jLu - a(ﬂfi)%er(%)uz‘:f(%)’121,27"',71

Later vi u; beteckna en approximation av u(z;) sa resulterar detta i ett linjirt ekvationssystem.

Som exempel tar vi: Stationdr virmeledning i en isolerad stav med en virmekélla. Temperaturen
u(x) beskrivs av randvérdesproblemet

{ —ru"(z) = f(z), 0<x <L
u(0) = wug, u(L) =uy



dér ug och uy, dr temperaturen i stavens dndpunkter,  ar stavens virmeledningsformaga och f(x)
ar viarmekéllan.

Infor natet x; = th, © = 0,1,---,n+ 1 med h = n%rl pa 0 < x < L och lat u; beteckna
approximationer av u(z;), i1 =0,1,--- ;n+ 1.
Erséitt u”(x;) med centraldifferenskvoter i de inre natpunkterna z;,i = 1,--- ,n, och vi far
h2
—Uip1 + 20 —ug = ;f(%) 1=1,2---,n

Med matriser kan detta skrivas

Au=D>b
dar . ) ) o, .
2 —1 Uy B F (1) + uo
-1 2 -1 Us B2 f(a9)
-1 2 - s 2 f(0m1)
L -1 2 . L Un, . L %Qf(xn) +ur .

Matrisen A &r precis den bandmatris vi sag pa i forra avsnittet, Nér vi har bildat hogerledsvektorn
b l6ser vi med backslash (\). Eftersom matrisen dr lagrad som gles matris kdnner MATLAB av
att det och losningen av ekvationssystemet gors effektivt med metoder som tar vara pa gleshets-
strukturen.

Uppgift 7. Lat K = 2, L = 1, ug = 40, uy = 60 samt f(z) = 200e~(@=%)* . Lés varmelednings-
problemet och rita upp lésningen. Tag n = 30.



