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Matematiska vetenskaper

Optimeringsproblem

1 Inledning

Vi skall soka minsta eller storsta véirdet hos en funktion pa en méngd, dvs. vi skall 16sa s.k.
optimeringsproblem

min f(x) eller I;leagcf(m)

diar f : R® — R &r en funktion och (2 &r en méngd som utgors av hela eller en del av defini-
tionsméngden Dy.

Om (2 &r hela definitionsméngden sidger vi att vi har ett problem utan bivillkor och om (2 &r &r en
del av definitionsméngden har vi ett problem med bivillkor.

2 Optimering utan bivillkor
Vi skall bestimma maximi- och minimipunkter samt sadelpunkter till en funktion f: R?> — R.
Som exempel tar vi funktionen

$2—3$1+[L‘1l‘2
1+ 22 + 23

f(@) = f(r1,25) =

Vi ritar upp funktionsytan samt nivakurvor for att fa en kénsla for var de stationdra punkterna
finns och av vilken typ de ér.

Det ser ut som vi har tre stationdra punkter, en lokal minimipunkt, en lokal maximipunkt och en
sadelpunkt.

En stationér punkt till f(x) &r en punkt a for vilken gradientvektorn V f(a) = 0. Bestdmningen
av vilken typ av stationdr punkt det ar kan vi gora med hjilp av egenvardena till Hessianmatrisen.



I en tidigare studiodvning linjariserade vi en funktion f(x) runt a for att beskriva funktionsytans
lutning, dvs. vi gjorde en linjar modell av funktionen runt a med

f(x) = L(z) = f(a) + Vf(a)"(z - a)

Nu vill vi ha en modell av f(x) runt den stationdra punkten a som beskriver hur funktionsytan
buktar (har vi en kulle, en svacka eller ett pass pa ytan), och da ger den linjara modellen inte
tillrdckligt med information.

En kvadratisk modell av funktionen f(x) runt a kommer daremot att beskriva hur funktionsytan
buktar och den modellen ges av (Taylorutveckling runt a)

f(@) = f(a) + V f(a) (z — a) + %(w —a) H(a)(z - a)

diar H(x) dr Hessianmatrisen av andraderivator

forn(®) [, ()
H(z) =

foow(®) [0, (@)

Eftersom a en stationdr punkt sa dr V f(a) = 0 och vi far att
1
f(@)~ f(a) + (- a)" H(a)(x - a)

Genom att berdkna egenvérdena till H (a) kan vi avgora vilken typ av stationdr punkt vi har
(se Adams s. 746). Ar egenvirdena positiva har vi en minimipunkt, &r de negativa har vi en
maximipunkt och har de olika tecken har vi en sadelpunkt.

Néarmast skall vi beskriva hur vi kan anvinda Newtons metod for att berékna stationédra punkter
genom att 16sa ekvationen V f(x) = 0 och sedan skall vi beskriva Steepest descentmetoden for att
beridkna lokala minimipunkter. Men forst en liten uppgift.

Uppgift 1. Betrakta funktionen f(xy,z5) = 223 —32? —6x129(21 — 19— 1). Rita upp funktionsytan
och nivakurvor, sa att eventuella lokala maximi- och minimipunkter samt sadelpunkter blir synliga.

3 Newtons metod

Vi har sett pa Newtons metod for att 16sa system av icke-linjéra ekvationer f(x) = 0. Villkoret
for en stationédr punkt V f(ax) = 0 ar ett sadant ekvationssystem.

Vi kan alltsa berdkna stationdr punkt till en funktion f(x) genom att forsoka losa ekvationen
g(x) =0, dir g : R* — R? med

gla) = V()= [ @) | = [l o)

xTQ ::32 (Z’l, xQ)
med Newtons metod. Antag att vi har en approximation x; av en stationdr punkt, dvs. en ap-
proximation av l6sningen till g(x) = 0. Vi bildar néista approximation av l6sningen:

L1 — Tk + h
dér h &r 16sning till det linjara ekvationssystemet

Dg(zi)h = —g ()



Hér &dr Jacobimatrisen Dg(xy) &r en n x n-matris. (Jacobimatrisen till g &r faktiskt Hessian-
matrisen till f.)

Ater till vart exempel. Nu maste vi finna bra startapproximationer. Vi har redan en graf av
nivakurvorna till funktionen, men for att lite noggrannare se var de stationéra punkterna ligger
ritar vi ocksa noll-nivakurvor till de tva komponenterna i gradientvektorn. Sedan kan vi ldsa
av startapproximationer av de stationédra punkterna och bestdmma dem noggrant med Newtons
metod.

Uppgift 2. Vi atervinder till funktionen f(xy,15) = 223 — 32% — 621 29(21 — 19 — 1) fran uppgift 1.
Berékna nu alla stationdra punkter noggrant med Newtons metod, dvs. 16s ekvationen V f(x) = 0.
Dérefter bestammer du vilken typ av stationédra punkter vi har genom att studera egenvirdena till
Hessianmatrisen H ().

4 Steepest descentmetoden

En funktion vixer som ni vet snabbast i gradientens riktning och minskar snabbast i negativa
gradientens riktning. Vi skall soka efter minimipunkter genom att utgaende fran en startapprox-
imation rora oss i negativa gradientens riktning for att komma ned sa snabbt som mojligt langs
funktionsytan ungefiar som vi kan lata en snéboll rulla ut for en sluttning.

Vi ser nedan till vénster nivakurvorna till var funktion. Omradet runt minimipunkten ser vi
uppforstorat till hoger. Déar har vi dven ritat ut gradienterna pa nagra stéllen. Vi ser att des-
sa pekar mot det hall funktionen vixer som snabbast och vi skall alltsa ga i motsatta riktningarna.
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Vi beskriver nu Steepest descentmetoden. Antag att vi har en approximation @x; av en lokal mini-
mipunkt, bilda da nésta approximation enligt:
Lp+1 = T — Ska(iL‘k)
dér s ar en konstant som avgor hur langt vi gar i riktningen —V f(xy).
Vi véljer s; sa att
f(@r — eV (@) < flx)
vilket garanterar en minskning av funktionsvardet.

Ett basta (optimalt) val av s dr sadant att
9(s) = f(xr — sV f(2))

minimeras, vilket leder till ett optimeringsproblem i variabeln s.

Vi ser hur det gar da vi anvinder Steepest descentmetoden med optimalt si-virde for tva olika
startapproximationer av minimipunkten. Riktigt daliga approximationer sa att vi skall fa se hur
metoden stegar sig fram.
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Startpunkten xy dr markerad med gront och foljande punkter @y, xo, - - - med rott. Vi lamnar xy

med rit vinkel mot nivakurvan genom punkten (gradienten vinkelréit mot nivakurvan) och tar ett
steg lings —V f(xy) tills vi tangerar en nivakurva (sedan borjar funktionen véxa igen), dér har vi
néasta approximation &y, 1.

Vill man istéllet stka en lokal maximipunkt gar man antingen i positiv gradientriktning (steepest
ascent) eller tillimpar steepest descent pa — f(x).

Uppgift 3. Betrakta funktionen f(z1,x2) = x%xQe_(x%”%). Rita upp funktionsytan och nivakurvor,
sa att eventuella lokala maximi- och minimipunkter samt sadelpunkter blir synliga. Anvénd sedan
Steepest descentmetoden for att beridkna lokala maximi- och minimipunkter. Pa studiohemsidan
finns funktionerna sd och jacobi. I funktionen sd utférs berdkningar enligt Steepest descentme-
toden och i jacobi berdknas en approximation till gradientvektorn.

5 Optimering utan bivillkor i MATLAB

[ OPTIMIZATION TOOLBOX i MATLAB finns fsolve for att 16sa icke-linjéra ekvationssystem och
fminunc for minimering av funktioner i flera variabler. For funktioner vi vill minimera men som
inte ar derivarbara finns fminsearch. Vill vi minimera en funktion i en enda variabel anvander vi
fminbnd.



Minimering av funktionen i uppgift 3 med fminunc kan se ut sa hér:

>> f=0(x)x (1) "2*x(2)*exp (- (x(1) "2+x(2)"2));
>> x0=[1;-1];
>> x=fminunc (f,x0)

En speciell typ av minimeringsproblem &r anpassning av en icke-linjar modell 1(x, t), till en serie
métdata (¢;,y;), i = 1,--- ,m. I forra ldsperioden tittade vi pa anpassning av linjira modeller till
métdata. Da anviande vi minsta-kvadratmetoden for att fa den bésta anpassningen.

Vart problem blir nu att minimera

vilket ar ett icke-linjart minsta-kvadratproblem.

Det finns en funktion lsqcurvefit i OPTIMIZATION TOOLBOX som bygger pa att man ser pro-
blemet som ett verbestdmt system av icke-linjéra ekvationer.

Som exempel tar vi: Vi har en métserie av ett insvigningsférlopp som vi vill beskriva med f6ljande
modell
Y(x,t) = 21 + sin(zot) e "3

Antag vi har en miéitserie lagrad i tva vektorer t och y.

Vi ritar upp métserien och med ledning av modellens egenskaper och métdata bildar vi en skattning
av parametervirdena, dvs. virdena pa © = (x, 9y, x3), och tar detta som startapproximation.
Sedan 16ser vi med lsqcurvefit och ritar upp modellen.

>> x0=[2.0 0.4 0.1];

>> psi=0(x,t)x(1)+sin(x(2)*t) . *exp(-x(3) *t) ;
>> x=1sqcurvefit(psi,x0,t,y)

X =

1.9578 0.4887 0.0972

>> te=linspace(t(1),t(end),200); % tédta t-vdrden ger snygg graf
>> plot(t,y,’*’,te,psi(x,te)) % rita data och modell
>> gtext (’\psi(x,t)’), xlabel(’t’), ylabel(’y’)
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Uppgift 4. Betrakta funktionen f(z1,zs) = 2% + 37123 — 1521 + 25 — 1525. Rita upp funktions-
ytan och nivakurvor, sa att eventuella lokala maximi- och minimipunkter samt sadelpunkter blir
synliga. Bestdm alla stationdra punkter till f med fsolve och klassificera punkterna som maximi-,
minimi- eller sadelpunkt med hjélp av Hessianmatrisen. Bestdm gradientvektorn och Hessianmatri-
sen for hand. Gor de aterstaende berdkningarna med MATLAB. Ange startpunkter med kommandot
ginput. Bestdm slutligen minimipunkten med fminunc.

6 Optimering med bivillkor
Vi skall se pa losning av optimeringsproblem med bivillkor
min f(x) eller rileaé(f(w)

dér ar 2 en méangd som begriansas av bivillkor.

Vi antar att méngden (2 kan beskrivas pa foljande sétt.
Q={xecR": g(x) =0, h(z) <0}

dér g : R® — R™ och h : R" — RY.

Hér kallas f ofta for objektfunktion och (2 for tillatna mdangden. Bivillkoret och g(x) = 0 kallas
likhetsbivillkor och h(x) < 0 kallas olikhetsbivillkor.

Som exempel ser vi pa minimering eller maximering av

_.TQ—?)SL’l—'—SL’lSL’Q
1+ 2?4l

/(@)

da {2 ar ett rektanguldart omrade.

Vi ritar en figur dér vi ser funktionsyta och nivakurvor samt tillatna méngden.

Vi ser att vi maste undersoka stationédra punkter, men ocksa titta pa randen av omradet. Det ser
ut som vi har en minimipunkt i det inre av {2 och en maximipunkt pa randen av (2.

Vi kommer inte gora sa mycket mer at denna problemstéllning, utan nojer oss med att se vad vi
kan gora med firdiga program genom att se pa ett exempel.



7 Optimering med bivillkor i MATLAB

[ OpTiMIZATION TOOLBOX finns funktionen fmincon som é&r avsedd fér optimeringsproblem med
icke-linjar objektfunktion och icke-linjéra bivillkor.

Objektfunktionen maste beskrivas som en funktion, samma géller for de icke-linjéra bivillkoren.

Bivillkor som ér linjéra beskrivs med matriser och vektorer, Ax < ¢ for olikhetsbivillkor och
Bx = d for likhetsbivillkor.

Med I < & < wu ges enkla granser pa variablerna (I och w &r vektorer). Skulle en variabel z; inte
vara begrinsad nedat (uppat) sa later vi [; = —oo (u; = +00).

Vi maste ocksa ge en startapproximation och fmincon anvinds enligt
>> x=fmincon(@fun,x0,A,c,B,d,1,u,Gnonlcon)

Bivillkor som inte finns med i ett aktuellt problem ersétts med tomma méngden.

Som exempel tar vi: Minimera platatgangen vid tillverkningen av en burk med radien x; och héjden
X9, givet att den skall rymma volymen V = 1.

Arean av burkens yta blir A = 27,75 + 2727 och dess volym blir V' = wziz,. Vi skall alltsa 16sa

Join f ()

dir f(x) = 2mx 29 + 2723 och h(x) = Trizy — 1.

Vi ritar en bild med nivakurvor till objektfunktionen samt noll-nivakurvan till bivillkoret, sa att
vi ser var bivillkoret ar uppfyllt.

>> x1=1linspace(0,1,40); x2=linspace(0,2,40);

>> [X1, X2]=meshgrid(x1,x2);

>> F=2xpi*X1.*(X1+X2);

>> H=pi*X1."2.*%X2-1;

>> contour(x1,x2,F,30), hold on

>> contour(x1,x2,H,[0 0],’r’,’linewidth’,4), hold off
>> xlabel(’x_1’), ylabel(’x_2’)
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Vi ser att 0.5 < x1 < 0.6 och 0.8 < x5 < 1.2, det blir vara enkla grénser.



Nu beskriver vi objektfunktion och bivillkor enligt

function f=fun_burk(x)
f=2%pi*xx (1) *(x(1)+x(2));

function [g,h]l=con_burk(x)
g=I[1; % Vi har inget olikhetsbivillkor
h=pix*x (1) "2*x(2)-1;

Léaser av en approximation av de optimala viardena pa radien x; och hojden x5 och loser sedan
problemet noggrant med fmincon

>> x0=ginput(1);

>> 1=[0.5;0.8]; u=[0.6;1.2]; % Enkla grénser for x
>> x=fmincon(@fun_burk,x0,[],[],[],[],1,u,@con_burk)
X =

0.5419 1.0839



