CTH/GU LABORATION 4 MVEA450 - 2022/2023
Matematiska vetenskaper

Differentialekvationer

1 Inledning

Vi skall se pa begynnelsevirdesproblem for forsta ordningens differentialekvation
w = f(t,u), a<t<b
u(a) = u,

déar f en given funktion och u, en given konstant.

Som exempel tar vi problemet
v = —u(t) 4 sin(t) + cos(t), 0 <t < 4
u(0) = wug

med analytisk (exakt) 16sning w(t) = sin(t) + ug exp(—t).

I den vénstra figuren nedan har vi ritat riktningsfaltet och i den hogra losningskurvorna for nagra
olika varden pa wug. Vi ser hur l6sningskurvorna foljer riktningsfiltet.
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Metoder for att berdkna numeriska (approximativa) l6sningar till differentialekvationer bygger pa
idén att forsoka folja riktningsfaltet sa noggrant och effektivt som maojligt.

2 Riktningsfilt

Ett riktningsfilt bestar av en samling punkter (¢;,u;) i tu-planet (ett gitter). I varje punkt ritar
vi en liten pil (eller linje) i den riktning som en losningskurva (¢, u(t)) genom punkten har precis
i punkten, dvs. en pil i riktningen (1,u/(t;)) = (1, f(t:, u )).

Uppgift 1. Rita riktningsfalt till f6ljande begynnelsevérdesproblem
u' = —u(t) + sin(5t) + cos(2t), 0 <t <5

Anvénd funktionen riktningsfaelt pa kurshemsidan for att rita riktningfalt. Titta gérna pa
programkoden, den ar ganska latt att forsta.



3 Eulers metod

Vi skall approximera losningen u(t) till differentialekvationen pa ett ndt med nodpunkter ¢, =
a+nh forn=0,1,---, N, och steglangden h = b’T“

Later vi u,, beteckna approximationen av u(t,) och ersitter u/(t,) med en differenskvot far vi

u(tni) = ultn)
h

U(tns1) = ulty) + hf(tn, u(ty,))

~ u'(tn) = f(tmu(tn)) =

Detta ger Eulers metod
Up+1 = Un + hf(tn7 un)

Utgaende fran begynnelsevérdet forsoker metoden folja riktningsfialtet med korta steg.

Det finns manga olika sitt att approximera derivator och de ger alla upphov till metoder for att
16sa differentialekvationer. Mer komplicerade metoder ger stérre noggrannhet och effektivitet. Vi
nojer oss dock med den enkla Eulers metod.

Vi skall nu i detalj beskriva hur man med Eulers metod kan beridkna en numerisk 16sning till
begynnelsevardesproblemet
{ u = f(t,u), a <t<b

u(a) = u,

Vi bildar forst nédtet med nodpunkter ¢, = a + nh, n = 0,1,---, N, och steglingden h = I’_T“
Detta ger en uppdelning av intervallet a« <t < bi N stycken lika langa delintervall

a=ty <ty <ty < - <t, <ty <-- <ty 1<itny=0
Vi berdknar sedan en approximativ losning enligt

U(to) = Ugq
U(tnir) = U(tn) + hf(tn, U(tn)).

Genom att forbinda punkterna (¢, U(t,)) med rita linjer far vi en graf och funktionen U(t) blir
definierad ocksa mellan berédkningsnoderna t,,.

I MATLAB maste U(t,) representeras av en vektor U med N komponenter. Med andra ord, U(n)
skall innehalla approximationen av u(t,) for berdkningsnoden (tidpunkten) ¢,.

Vi ser pa vart inledande exempel och tar u(0) = 1. Med MATLAB beréknar vi latt 16sningen
enligt

>> f=0(t,u)-u+sin(t)+cos(t);
>> a=0; b=4; ua=1;
>> N=10; h=(b-a)/N;
>> t=linspace(a,b,N+1); U=zeros(size(t));
>> U(1)=ua;
>> for n=1:N
U(n+1)=U(n)+h*f(t(n),U(n));

end

>> plot(t,U)



Uppgift 2. Los foljande differentialekvation med begynnelsevillkor

{ u' = —u(t) + sin(5t) + cos(2t), 0 <t <5
u(0) =2

med Eulers metod. Rita en graf av 16sningen i en figur som dessutom innehaller riktningsfiltet.

Uppgift 3. Skriv en funktion med namnet min_ode och anropet [t,U]=min_ode(f,I,ua,h) som
l6ser begynnelsevirdesproblem med Eulers metod. Du skall anvénda programskalet min_ode.m pa
kurshemsidan.

Uppgift 4. Testa programmet pa foljande begynnelsevirdesproblem. Los forst begynnelsevardes-
problemet analytiskt (dvs. som en formel med penna och papper). Rita upp bade den analytiska
16sningen u och den approximativa losningen U i samma figur. Tag steglingderna h = 0.1 och

h =0.001.

4 Fardiga program i MATLAB

Det finns firdiga funktioner i MATLAB for att 16sa differentialekvationer. En sadan funktion &r
ode45 och vi anvinder den for att berdkna en 16sning till vart inledande exempel for t.ex. u(0) = 1
enligt

>> f=0(t,u)-u+sin(t)+cos(t);
>> a=0; b=4; ua=1;

>> [t,U]=oded45(f, [a b],ua);
>> plot(t,U)

Uppgift 5. Los foljande differentialekvation med begynnelsevillkor

{ u' = —u(t) + sin(5t) + cos(2t), 0 <t <5
u(0) =2

med ode45. Rita upp riktningsfilt och 16sningskurvan med ode45 i samma bild. Rita sedan &ven
16sningskurvan berdknad med min_ode dér du tar steglangden A = 0.001.



