CTH/GU LABORATION 3a MVEA480 - 2022/2023
Matematiska vetenskaper

Egenvardesproblem

1 Inledning

Vi skall 16sa egenvérdesproblem for matriser. Sedan skall vi se pa egenvéirdesproblem for differen-
tialekvationer med randvérden.

2 Egenvirdesproblem fér matriser

Vi skall se hur man i MATLAB l6ser egenvérdesproblemet Av = Av for matrisen

5> 1 7
A=|1-2 9
8§ 3 1

Vi beskriver matrisen och berdknar egenvirden samt egenvektorer med

>> A=[617; 1 -29; 8 3 1];
>> [V,Dl=eig(A)

vV =
-0.66688 -0.37769 -0.22509
-0.43616 0.90902 -0.82741
-0.60418 0.17615 0.51451

D =

11.996 0 0
0 -0.6715 0
0 0 -7.32449

Vi kommer da finna egenvektorerna som kolonner i matrisen V med motsvarande egenvérden
pa diagonalen i diagonalmatrisen D. T.ex. tredje egenvektorn ges av V(:,3) med tillhérande
egenvirde ges av D(3,3).
Vi kontrollerar att Avsy = A\3v3 genom att bilda
>> r=A*V(:,3)-D(3,3)*V(:,3)
r =

-6.6613e-16

0
0

som i praktiken &r nollvektorn.

Uppgift 1. Berikna egenvektorer och egenvérden till foljande matriser. Kontrollera genom
insdttning att berdkningarna &r korrekta.

15 9 2 -1 0 3 21
(a. |20 5 (b). |-1 2 -1 (). |0 85
3 7 11 0-1 2 7 -4 1



3 Egenvirdesproblem for differentialekvationer

I forra laborationen sag vi pa ett viarmeledningsproblem som beskrevs av ett randvardesproblem
for ordinér differentialekvation

{ —cu'(z) = f(z), 0 <z <L
u(0) = go, u(L) = gr

dér gy och gy, ar temperaturen i stavens d&ndpunkter, ¢ &r stavens virmeledningsformaga och f(x)
ar varmekéllan.

Detta var ett specialfall av linjdra randvardesproblem, dvs. sadana problem som kan skrivas

{ u(x) + a(x)u' (x) + b(x)u(z) = f(z), 2, <x < a9
w(zy) = Ug, u(xy) = uyp

Nu skall vi se pa linjara egenvdrdesproblem for ordinér differentialekvation

{ u'(z) + a(x)u'(z) + b(x)u(x) = Au(z), z, < x < x,
u(z,) = u(xp) =0

De losningar u(x) vi soker &r skilda fran nollfunktionen (dvs. u(z) &r inte 0 for alla x) och kallas
egenfunktioner och talen \ kallas egenvdrden precis som for matrisproblemen.

Som exempel har

u(0)=u(1l)=0

foljande egenfunktioner och motsvarande egenvérden

{ u(x) = du(z), 0 <z <1

up(r) = Bysin(knz), A\, = —k*n%, k=1,2,---
Lagg mérke till att vi har oéndligt manga 16sningar.

Som exempel pa tillimpning tar vi: Fuler kndckning. Utbdjningen u hos en ledlagrad stav av
lingd L som belastas med lasten P beskrivs av foljande egenvirdesproblem for ordinér differen-
tialekvation

—FElv' =Pu, 0<z <L
u(0)=u(L)=0

dér ET ar bojstyvheten.

Vi kan skriva upp en formel fér 16sningen, men om bojstyvheten inte konstant skulle det vanligtvis
inte ga. Déarfor skall vi anvidnda samma metod som for virmeledningsproblemet, dvs. ersitta
derivator med differenskvoter. Detta leder till ett egenvirdesproblem for matris.



L

Vi infor en indelning x; = ih, i =0,1,--- ;n+ 1 av intervallet 0 < x < L, med h = —=.

Sedan ersétter vi u'(x;) i differentialekvationen med differenskvoten

w(wip1) — 2u(x;) + u(x;—q)

n+1

2
i de inre punkterna z;,7=1,--- ,n, och far
—u(xiyr) + 2u(x;) — u(zi_y) = hZ%u(xi) 1=1,2,---,n
Later vi u; beteckna approximationen av wu(x;) far vi
Uiy + 2u; —uiy = PP Fu, i=1,2,-- 0
Uy = Upy1 =0
Med matriser kan detta skrivas
Au = )\u
dér ) ) )
2 -1 Uy
-1 2 -1 Us P
. . ) . Y EI
-1 2 -1 Up_1
—1 2 U,

Egenvektorns olika komponenter u; kommer beskriva vertikala forskjutningen hos staven, fran
neutralldget, for de olika z;-vardena. Fran egenvérdena A far vi de kritiska lasterna P. (Hur?)

Uppgift 2. Los egenvirdesproblemet for L = 1 och EI = 1 genom att lagra matrisen som
en gles matris med spdiags och 16sa med eigs, den glesa varianten av eig. Bestdm de tre
minsta egenvirdena och motsvarande kritiska laster, samt rita ut egenvektorerna, motsvarande
forskjutningarna av staven for respektive kritisk last. Lés forst hjilptexten for eigs. Tag n = 50.



