CTH/GU LABORATION 1 MVE500 - 2022/2023
Matematiska vetenskaper

Grafritning — kurvor och ytor

1 Inledning

En graf till en funktion i en variabel f: R — R &r méngden {(z,y) : y = f(z)}, dvs. en kurva i
planet. En graf till en funktion i tva variabler f: R? — R #r méngden {(z,y,2) : 2 = f(z,9)},
dvs. en yta i rummet, en s.k. funktionsyta.

Som exempel tar vi

(,) = (52 = sin(1 — )

over omradet —2 <z <3, -1 <y <2

Vi ser funktionsytan nedan till vénster.

Ett annat sitt att askadliggéra en funktion i tva variabler f: R? — R &r att rita nivdkurvor, dvs.
méngderna {(x,y) : f(z,y) = c}, dér ¢ dr en konstant som anger nivan. Vi ser nivakurvor till var
funktion ovan till hoger.

Vi far en slags topografisk karta av funktionen om vi ser funktionsytan som ett landskap och da
blir nivan helt enkelt hojden 6ver havet.

En funktion i tre variabler f: R® — R kan vi inte rita en graf till. Det skulle vara en tredimensionellt
objekt i ett fyrdimensionellt rum. Motsvarigheten till nivakurvor blir niwvdytor, dvs. méangderna
{(z,y,2): f(x,y,z) = c} dér c konstant. Dessa kan vi ddremot rita upp.

Lat oss som exempel ta funktionen f(z,y,2) = x? + y? + 2% i tre variabler. Nivaytorna blir da
sfarer {(x,y,2) : 2% +y*> + 2% = ¢} med centrum i origo.

Vi skall ocksa se pa vektorvirda funktioner, dels parametrisering av kurvor i planet r : R — R?
och i rummet 7 : R — R3, dels parametrisering av ytor = : R? — R3 i rummet.



2 Kurvor i R? och R?

Vi har redan ritat kurvor i R? med kommandot plot, nir vi skall rita kurvor i R? kommer vi
anvinda kommandot plot3.

Exempelvis enhetscirkeln parametriserad av r : R — R? dar
r(t) = (z(t),y(t)) = (cos(t),sin(t)), 0 <t < 2w
ritar vi upp med

>> subplot(1,3,1)
>> t=linspace(0,2*pi);
>> plot(cos(t),sin(t))

Spiralen given av parametriseringen r : R — R? dér
r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) = (cos(t),sin(t),t), 0 <t < 10w
far vi med (nu anvénder vi plot3)

>> subplot(1,3,2)
>> t=linspace(0,10%*pi);
>> plot3(cos(t),sin(t),t)

och den koniska spiralen given av
r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) = (tcos(t), tsin(t),t), 0 <t <107
ritar vi med (lagg mérke till elementvis multiplikation)

>> subplot(1,3,3)
>> plot3(t.*cos(t),t.*sin(t),t)

Uppgift 1. Rita upp foljande kurvor i R?
(a). Asteroiden r(t) = (cos?(t),sin’(t)), 0 <t <27
(b). Cykloiden r(t) = (t — sin(t),1 —cos(t)), 0 <t < 10w
Kurvan beskriver den vig en myra, som fastnat pa ett hjul, firdas nér hjulet rullar framat.

Snyggast ser kurvan ut om man ger kommandot axis equal.

Uppgift 2. Rita upp foljande kurvor i R® med plot3
(a). r(t) = (cos(10t),sin(30t),t), 0 <t <2rm
(b). 7(t) = (cos?(10t),sin*(10t),t), 0 <t <27



3 Funktionsytor i R’

Vi ser pa funktionsytan till funktionen fran inledningen, dvs. f : R? — R dér

fle.y) = (52° — Dsin(1 — ay)

over omradet —2 <z <3, -1 <y <2

Resultatet far vi med kommandot surf, vilket 4r motsvarigheten till plot da vi skall rita ytor.

>> £=0(x,y) (1/3%x.72-1) .*sin(1-x.*y);

>> x=linspace(-2,3,30); y=linspace(-1,2,30);

>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> 7=f(X,Y);

>> surf(X,Y,Z) % eller surf(x,y,Z)

>> grid on, box on

>> xlabel(’x’), ylabel(’y’), zlabel(’z = f(x,y)’)

Funktionen meshgrid far som indata tva vektorer x och y, med z- och y-véarden, och ger tva
matriser X och Y som utdata.

Dessa matriser &r uppbyggda sa att vi kan gora en matris Z med alla f(z,y)-viarden pa en gang
genom att skriva av var matematiska formel for f(x,y) bara vi anvinder elementvisa operationer
och samtidigt ersétter x med X och y med Y.

Ritar vi en graf av en funktion i en variabel tar vi kanske nagra hundratal z-virden. Nér vi ritar
en funktionsyta tar vi istallet nagra tiotal x- respektive y-viarden.

Ibland nér man ritar en funktionsyta med surf (X,Y,Z) kanske man vill ha den lite genomskinlig
och det kan man fa med surf(X,Y,Z,’FaceAlpha’,0.7). Parametern FaceAlpha ges ett virde
mellan 0 och 1, dér 0 &r helt transparent och 1 &r helt solid.



Vill vi ha en enfirgad ytan, t.ex. bla, och ytan skall vara néstan helt genomskinlig sa ger vi
kommandot surf (X,Y,Z,’FaceColor’,’b’, ’FaceAlpha’,0.1). Detta kan vara bra att anvénda
nér vi skall rita tangentplan i nésta laboration.

Uppgift 3. Rita funktionsytan till funktionen f : R* — R diir

f(x,y) = —wye 2+

over omradet —2 <z <2, —2<y <2

Hur fungerar det?

Den yta vi skall rita bestar av alla punkter (z,y, f(x,y)), dir znim < 2 < Tymax 0ch Ymin < Y < Ymax-
Da vi skall rita ytan med surf krivs att vi bildar en m X n-matris Z med elementen

zij = [, 1)

dir zpim =21 < 2o < -+ < Xy = Tmax OCh Ymin =11 < Y2 <+ < Y = Ymax-

Légg mérke till ordningen pa indexen, element z;; skall innehalla funktionsvardet for « = x; och
y = y;. Stigande z-vérden langs rader i Z, dvs. stigande kolonn-index, och stigande y-vérden langs
kolonner i Z, dvs. stigande rad-index.

Vi gar igenom nagra alternativa l6sningar och vi tédnker oss att vi i MATLAB redan skapat en
funktion f och koordinat-vektorer x och y med n respektive n element.

Alternativ 1. Vi bildar matrisen Z 1 MATLAB med

Z=zeros(m,n) ;
for i=1:m
for j=1:n
Z(i,§)=f(x(§),yE));
end
end

Alternativ 2. I forsta alternativet fick halla reda pa var det skulle vara i respektive j. Med
funktionen meshgrid skapas tva matriser X och Y sa att X(i,j) har virdet x(j) och Y(4i,j) har
viardet y(i), dvs. indexproblemet &r borta.

[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=zeros(m,n) ;
for i=1:m
for j=1:n
Z(1,j)=f(X(1,3),Y(i,3));
end
end

Alternativ 3. Den allra smidigaste 16sningen far vi da vi later de néstlade repetitionssatser-
na i tidigare alternativ erséttas av elementvisa operationer. Dvs. var funktion f maste anvinda
elementvisa operationer. Vi slipper dven initieringen av Z.

[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=f(X,Y);



Polara koordinater

Ibland behéver man byta variabler for att pa ett littare eller battre satt behandla ett problem.
Ett exempel pa variabel- eller koordinatbyte &r poldra koordinater

{ =7 cos()

y = rsin(yp)
déar (z,y) # (0,0) samt r > 0 och 0 < ¢ < 27.

; -

0.5 1 1.5 2
r

Vill vi t.ex. rita grafen av f(z,y) = /1 — 22 — y2 6ver omradet z + y? < 1, dvs. en halvsfiir, och
anvinder rektangulidra koordinater far vi den inte alltfér snygga figuren nedan till vinster men
anvéinder vi poldra koordinater far vi den lite snyggare till hoger.

Rektangulara koordinater Polara koordinater

10400 49593 SN\
1 IOV
yvvey 1

>> subplot(1,2,1) % Rektanguldra koordinater

>> x=linspace(-1,1,30); y=linspace(-1,1,30);

>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> U=1-X.72-Y.72;

>> U(£find (U<0))=0; % Sdtter negativa vdrden till noll,

>> Z=sqrt(U); % s& att vi kan ta roten ur utan problem
>> surf(X,Y,Z2)

>> subplot(1,2,2) % Poldra koordinater

>> r=linspace(0,1,30); t=linspace(0,2*pi,30);

>> [R,T]=meshgrid(r,t);

>> X=R.*cos(T); Y=R.*sin(T);

>> Z=sqrt(1-R."2); % Vi utnyttjar att X. 2+Y."2=R."2
>> surf(X,Y,Z)



Uppgift 4. Rita upp de ytor som ér grafer till nedanstaende funktioner med surf:

(a). flx,y)=x+2y—2, (x,y)€[1,2] x [3,4]

(b). flz,y) =2"—y* (2,y) €[-2,2] x [-2,2]

(e). fla,y)=(1— )1/27 (z,y) €[0,3] x [-1,1]

(d). f(z,y)=(9—2>—y))2 (2,9) € {(z,y) : 2* +y> < 9} (Anvind polira koordinater)
(€). f(z,y) =e V7 (z,y) € {(x,y): 2*+y> < 4} (Anvind polira koordinater)

Uppgift 5. Rita grafen for funktionen

fla,y) = —62/(2+ 2% + )

over ett lampligt omrade. Tank pa att anvinda elementvisa operationer.

4 Nivakurvor i R?

Som exempel ser vi pa funktionen vars nivakurvor vi visade en bild av i inledningen

() = (52° = 1)sin(1 = ay)

over omradet —2 <x <3, -1 <y <2

Vi far bilden nedan med

>> x=linspace(-2,3,40); y=linspace(-1,2,40);

>> £=0(x,y) (1/3%x.72-1) .*sin(1-x.*y);

>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> 7=f(X,Y);

>> contour(X,Y,Z,30) % eller contour(x,y,Z,30)

Den lite fylligare bilden nedan till hoger fas med contourf.




Nér man ritar nivakurvor med contour(X,Y,Z) far man som standard 20 nivaer jamnt fordelade
i spannet av virdena i Z, vill vi ha ett annat antal anvinder vi contour (X,Y,Z,nl), dér nl &r
antalet 6nskade nivaer. Om vi istéllet vill ange exakt vilka nivaer som skall ritas upp ger vi dem i
en vektor 1lvec och anvinder contour(X,Y,Z,1lvec).

I laboration 3 vill vi rita upp endast nivan dar funktionen &r noll, dvs. rita noll-nivakurvor. Detta

gor vi med contour(X,Y,Z, [0 0]). Fundera pa varfor vi maste ge 0 tva ganger.

Uppgift 6. Rita nivakurvor till funktionerna i uppgift 4. Ga in och redigera cellerna sa att ni
samtidigt ser bade funktionsytan och nivakurvorna. Anvind subplot.

Uppgift 7. Betrakta funktionen
f(z,y) = 2* + 32y* — 152 + y* — 15y

Rita ytan over ett lampligt omrade samt skapa en konturplot. Rita nagra enstaka nivakurvor.

5 Nivaytor i R?

(Frivilligt.) For att rita nivaytor anvinder vi isosurface. Som exempel tar vi funktionen
f(z,y, z) =sin(z + cos(0.3zy)) — 0.5z + 2sin(0.7y)

i tre variabler. Nivaytorna {(z,y, 2z) : f(z,y,z) = ¢}, fér nagra virden pa ¢, ritar vi upp enligt

>> x=linspace(0,5,40); y=linspace(0,5,40); z=linspace(0,5,40);

>> [X,Y,Z]=meshgrid(x,y,z);

>> F=sin(Z+cos(0.3*X.*Y))-0.5%X+2xsin(0.7%Y);

>> for c=linspace(-4,3,10)

isosurface(X,Y,Z,F,c), hold on
>> end

>> camlight head
>> axis equal, grid on, box on

Vi kan bara ge ett c-virde i taget till isosurface, ddrav for-satsen. Man kan &ven prova slice
som man kan ldsa om i hjédlptexterna.



6 Allminna ytor i R®

(Frivilligt.) Som exempel pa en allmén yta i rummet tar vi en cylinder med radien p och hojden h
som beskrivs av ekvationen

(7)) 2 1yP = 0< 2 <)
Ytan kan parametriseras r : R? — R? med

r(s,1) = (2(s,£), y(s5,1), 2(5,1)) = (peos(t), psin(t), 5
dir 0 <s<hoch0<t<2m.
Detta passar bra nér vi skall rita bilden i MATLAB.

>> rho=1.5; h=6; n=20; m=30;

>> g=linspace(0,h,n); t=linspace(0,2*pi,m);
>> [S,T]=meshgrid(s,t);

>> X=rho*cos(T); Y=rho*sin(T); Z=S;

>> surf(X,Y,Z2)

>> axis equal, axis([-2 2 -2 2 0 6])

2 2 2

For cylindern hade vi p(s) = pg, dvs. ett konstant virde (samma radie). Om vi istéllet later
p(s) = 1+sin(s)? (varierande radie) sa blir det lite roligare. Detta &r ett exempel pa en rotationsyta.
Sadana har vi sett pa tidigare i kurserna.

Nu ritar vi upp rotationsytan. Var skiljer sig koden nedan fran den foér cylindern?

>> h=6; n=20; m=30;

>> s=linspace(0,h,n); t=linspace(0,2*pi,m);
>> [S,T]=meshgrid(s,t);

>> R=1+sin(8)."2;

>> X=R.*cos(T); Y=R.*sin(T); Z=S;

>> surf(X,Y,Z)

>> axis equal, axis([-2 2 -2 2 0 6])



En sfar med radien r och centrum i origo ges av ekvationen
o+ y2 + 2% = p2
och kan parametriseras r : R? — R? med

r(s,t) = (z(s,1),y(s,t), 2(s,t)) = (psin(s) cos(t), psin(s) sin(t), p cos(s))
dir0<s<moch0<t<2r.

Vi ritar en sfar med radien p = 2 enligt

>> rho=2; n=20; m=30;

>> g=linspace(0,pi,n); t=linspace(0,2*pi,m);

>> [S,T]=meshgrid(s,t);

>> X=rho*sin(S) .*cos(T); Y=rho*sin(S).*sin(T); Z=rho*cos(S);
>> surf(X,Y,Z2)

>> axis equal

En torus med lateralradien p och centralradien a samt centrum i origo ges av
(l‘2 +y2+22 +012 _p2)2 — 4(12(1‘2 +y2)
och kan parametriseras r : R? — R? med

r(s,t) = (x(s,t),y(s,t), z(s, 1)) =

= ((a + pcos(s)) cos(t), (a+ pcos(s))sin(t), psin(s))
dir —m <s<moch0<t<2m.

Vi ritar en torus med lateralradien p = 0.8 och centralradien a = 2 enligt

>> rho=0.8; a=2; n=20; m=50;

>> g=linspace(-pi,pi,n); t=linspace(0,2*pi,m);

>> [S,T]=meshgrid(s,t);

>> X=(a+rho*cos(8)) .*cos(T); Y=(a+rho*cos(S)).*sin(T); Z=rho*sin(S);
>> surf(X,Y,Z2)

>> axis equal



