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Matematiska vetenskaper

System av differentialekvationer

1 Inledning

Vi skall se pa system av differentialekvationer av typen

{u’(t) —f(t,ut)), a<t<b

u(a) = u,
dér
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Detta &r precis samma typ vi borjade med i férra laborationen, fast nu har vi vektorer. De metoder
vi sag pa for en enda differentialekvation fungerar dven for system av ekvationer.

Vi skall ocksa se pa hogre ordningens differentialekvationer och hur de kan skrivas om som system
av forsta ordningens ekvationer. Dessa system kan vi sedan 16sa.

2 System av differentialekvationer

Som exempel pa ett system av ekvationer tar vi: Populationsdynamik— Vi betraktar population av
bytesdjur (kaniner) som lever tillsammans med en population rovdjur (ravar). Lat u(t) respektive
us(t) beteckna antalet kaniner respektive révar vid tiden ¢. En enkel matematisk modell for
populationernas utveckling ges av Volterra-Lotka-ekvationerna:

uy(t) = auy(t) — buy(t)us(t)

uy(t) = —cus(t) + dus (t)us(t)
Koefficienterna a, b, ¢, d ar positiva. Termen a u;(t) representerar netto-fodelse-dodstalet i en en-
sam kaninpopulation. Termen —cus(t) dr motsvarande for rdvarna. Termen —buy(t)us(t) &r an-
talet kaniner som blir uppétna per tidsenhet. Termen duq(t)us(t) dr antalet ravar per tidsenhet

som Gverlever pa grund av tillgang pa foda. Observera teckenkombinationen i ekvationerna. Vad
blir 16sningen om populationerna ar ensamma (b =d = 0)7

Var differentialekvation har formen

u(0) = ug

{ u = f(t,u)
dar )
|w - au; — buy uy | ua (0
u= {UJ , f(tu) = [ —cuy + duq us } » o= |:U/2(0):|

Vi skall anvéinda ode45 for att berdkna en numerisk 16sning.



Forst beskriver vi hogerledet i differentialekvationen med en funktion

function f=volterra(t,u)
a=0.5; b=0.3; ¢=0.2; d=0.1;
f=[ a*xu(1)-b*u(1)*u(2)
—cxu(2)+d*u(1)*u(2)];

och sedan 16ser vi med ode45 och ritar upp enligt

>> u0=[0.5;0.3];

>> tspan=linspace(0,80,400) ;

>> [t,U]=o0ded45(Q@volterra,tspan,ul);

>> plot(t,U(:,1),t,U(:,2),’r--")

>> legend(’Bytesdjur’,’Rovdjur’)

>> xlabel(’Tiden’), ylabel(’Population’)
>> title(’Volterra-Lotka’)

Vi far bilden nedan till vanster.
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Skillnaden mot i forra laborationen ar att nar vi anvander ode45 blir U inte en vektor utan en

matris. Vi finner w;(t) och wus(t) (for olika tidpunkter t,) som U(:,1) respektive U(:,2), dvs.
forsta och andra kolonnen i U.

I bilden ovan till héger har vi rita dven upp ett s.k. fasportrdtt, dvs. man ritar antal rovdjur mot
antalet bytesdjur.

>> plot(U(:,1),U(:,2),°g’)
>> xlabel(’Bytesdjur’), ylabel(’Rovdjur’)

Uppgift 1. Los Volterra-Lotka-ckvationerna med ode45. Andra koefficienterna till @ = 0.5, b =
0.3, c=0.2, d = 0.05.

Léas gérna lite mer om Volterra-Lotka-ekvationerna i Stewart avsnitt 9.6. Déar ser vi hur man kan
modifiera ekvationerna om man vill beskriva hur bytesdjuren kan drabbas vid ett 6verutnyttjande
av resurser (kaninerna far ont om foda)?

Om b = 0, dvs. bytesdjuren slipper tréiffa pa rovdjuren, sa beskriver ekvationen for bytesdjuren en
exponentiell tillvaxt u)(t) = auy(t). Det dr rimligt att bl.a. méngden féda och levnadsutrymme



kommer begridnsa populationens tillvixt. Dérfor skulle man kunna modifiera ekvationen med
en begransningsterm, dvs. samma modifiering som ledde till den logistiska ekvationen (Stewart
avsnitt 9.4). Vi far ekvationen

Wi () = au(t) <1 - “}\(j))

dér M &r en konstant som ger den storsta méngden individer ekosystemet kan livnéra.

Vi har kommit fram till f6ljande modifierade Volterra-Lotka-ekvationer

{ull(t> = auy (8)(1 = ur(t)/M) = buy (t)us(?)

ub(t) = —cug(t) + duy(t)us(t)

Dessa 16ser vi for M = 30 och ritar upp resultatet.
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Vi ser att vi far en utddmpning med tiden. Losningsbanan gar i spiral in mot ett jamviktslége.

3 Hogre ordningens differentialekvationer

Hogre ordningens differentialekvationer kan skrivas om som system av forsta ordningens ekvatio-
ner. Vill vi skriva om t.ex. en andra ordningens differentialekvation

" /
u’ = f(t,u,u’)
sa later vi u; = u, us = u’ och far systemet

u' = f(t,u)

u— [Z; } , f(t,u) = [??t,ul,uz) ]

Systemet far lika manga ekvationer som ordningen pa ursprungliga ekvationen.

Som exempel ser vi pa en svdngande fjader. Antag att vi har en kloss med massan m som &r
fastsatt i en linjar fjider med fjiderkonstanten k. Detta innebér att kraften da fjadern striackts en
stricka x blir —kx enligt Hookes lag. Fjaderns andra édnda ar fastsatt i en fix punkt och klossen
kan rora sig utan friktion langs en horisontell linje.



Vid tiden t = 0 slapps klossen fran vila, pa avstandet xy fran jamviktspunkten, och man vill
beréikna den fortsatta rorelsen.

F
k | 5
PN | m

0 i)

Vi infor ett koordinatsystem enligt figuren ovan med origo dér klossen har sitt jamviktsldge. Da
x betecknar klossens ldge far vi rorelseekvationen mx” = —kx fran Newtons andra lag (F' = ma).
Detta ar en differentialekvation av 2:a ordningen.

Vidare har vi begynnelseviardena z(0) = zg, ldget vid tiden ¢ = 0, och 2/(0) = 0, klossen i vila
vid tiden ¢ = 0.

Vi har begynnelsevirdesproblemet

= — k T
{ x(0) = xo, 2/(0) =0
Om vi later v = 2/, dvs. infor hastigheten, kan differentialekvationen med begynnelseviarden

skrivas
=, x(0) = xg
v'=—%z 2(0)=0

dvs. som ett system av ekvationer av 1:a ordningen.

For att komma till standardform later vi u; = x och us = v och far

) = ug, u1(0) = xg
uhy = —Euy, uy(0) =0

Med vektorbeteckningar kan detta skrivas

(7 e [3] e[ e [

Vi tar t.ex. m = 0.1 kg, k = 0.12 N/m och zp = 0.1 m.

Vi beriknar 16sning med ode45 och ritar en bild som visar ldget z(¢) med

>> m=0.1; k=0.12; x0=0.1; v0=0; tspan=[0 10]; u0=[x0;v0];
>> £=0(t,u) [u(2);-k*xu(1)/m];

>> [t,U]=0ded45(f,tspan,ul);

>> plot(t,U(:,1),’b’)

>> xlabel(’t’), ylabel(’x(t)’)

och fasportrittet (x(t),v(t)) med

>> plot(U(:,1),U(:,2),’b’)
>> xlabel(’x(t)’), xlabel(’v(t)?’)



I bilden har vi dven ritat ut losningar for nagra andra begynnelsevéirden.
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Ekvationen for den svingande fjadern kan vi losa analytiskt (rékna ut en formel for 19sning).
Vi avslutar med att se pa en uppgift med en differentialekvation som inte har nagon analytisk
16sning.

Uppgift 2. Den matematiska pendeln. En masspunkt med massan m hénger i en viktlos smal
stav av ldngden /.
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Med beteckningarna i figuren och Newtons andra lag far vi rorelseekvationen

mlG(t) = —mgsin((2))

Vi vill bestdmma losningen for olika begynnelseutslag ¢y, dvs. ¢(0) = g, da vi slipper pendeln
fran vila, dvs. ¢(0) = 0. Tag £ = 0.1 m och begynnelseutslagen ¢y = 30°,45°, 60°. Anvéind ode45.
Téank pa att du maste omvandla grader till radianer.



