CTH/GU Matematiska vetenskaper MVE515 H20, Datorlaboration 1

FINITA ELEMENTMETODEN I 1D — DEL1
ELLIPTISKA RANDVARDESPROBLEM

I denna datorlaboration kommer vi att studera finita elementmetoden till stationéra
varmeledningsekvationen i en dimension

—(a(x)u') = f(z), =€(0,L), )
u(0) = qo, u(L) = qr.

1. REDUKTION TILL ETT LINJART EKVATIONSSYSTEM

I detta kapitel repeterar vi hur man kan bestdmma en approximativ 16sning till en
stationar PDE med hjalp av FEM.

Lat oss ta ett interval I = (0, L) och infora ett jamnt fordelat berdkningsnét som
bestar av N noder 0 = 21 < 29 < --- < xny = L, med steget h = z;41 — x;. Vi
kommer att bestdmma en tillndrmad styckvis affin 16sning up som tillhor ett andligt

L
dimensionellt delrum V3, i V = {u: / (u® + (u')?)dz < oo}
0

Vi, = {up € C[0,1] : uy, ar affine for x € [z;,2;41], 1 <i < N} (2)
Testfunktioner ska uppfylla homogena Dirichlets randvillkor och tillhéra delrummet
Von = {vp, € C[0,1] : vx(0) = vi(L) = 0 och vy, ar affine for = € [z;, z41], 1 <i < N}

3)
Variationsformuleringen till approximationen lyder:
Bestdm uy, € Vj, sa att up(0) = qo, up(L) = qr, sadan att

L L
/ a(z)uy, (z)v),(z) de = / f(@)vp(x) dx, for alla vy € Vyp,. (4)
0 0

IV}, véljer vi styckvis affina basfunktioner genom att sitta ¢;(z;) = 1 och ¢;(x;) =0
for j # ¢ som illustrerat i Figur 1. Explicita uttryck for basfunktionerna ar

|
h

0=um1 x9 Tio1 T Tifl TN

FIGURE 1. Basfunktion ¢;(z)

"rina Pettersson, MV CTH/GU
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S T1 ST < X2
¢r(x) =4 h L ; (5)
0 for ovrigt
r—Tji-1
hj ;o Tj1 ST
0 for ovrigt
r—IN-1
N1 <z <<
on(w) = b ST (7)
0 for ovrigt
Vi skriver 16sningen till (4) i basen {¢; }j-vzl:
N
un(e) =Y up(r;)d;(x) |
j=1
Lat oss ta testfunktionen v, = ¢;, 2 < i < (N — 1) och sétta in i (4):
N L L
Sty [ a@disiar= [ fods 2cisv-n.®)
j=1 0 0

Notera att testfunktionen v, maste uppfylla homogena Dirichlet-villkor vid &nd-
punkterna, varfor vi inte kan ta ¢; och ¢n som en testfunktion i (4). Pa grund
av detta fick vi (N — 2) ekvationer i (8) och inte N som i Neumans eller Robins
problem. Vi kan komplettera (8) med tva randvillkor: wup(z1) = qo, un(zn) = qr-
Eftersom basfunktionen ¢; har stéd i [z;_1,x;y1], sa &ar

L
/ a(z)djide =0 da j#i—1;004 1.
0
Beteckna

L
(Kh)m:/ a(x)dide, i=2,...,(N—1); j=1,...N;
0

L
(bh)i:/o fqﬁzdx, i:2,...(N—1).

Vi skriver om den svaga formuleringen (8) pa matrisform:

1 0 0 0 0 up (1)
(Kh)21 (Kn)22 (Kp)2 0 0 up (22)

0 (Kn)s2 (Kp) 0 0 up(zs) | _

0 0 0 (Kn)(v—1v—1) (En)v_pn | | wr(@v-1)
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For att skriva det sista ekvationssystemet med hjilp av matriser, lat oss inféra
féljande notationer:

(Nodvérden) Up, = (up(z:)) Y,
(((Kn)ig = (Kp)vy =1,
(Kh)l,j =0, j=2,...,N,
(Styvhetsmatrisen) L
(Kp)ij = / a(w)gi);-d);dx, i=2,...(N=-1); 5=1,...N
0
|(Ki)ng =0, j=1,.. N1,
(bn)1 = qo, (bn)N = qr,
(Lastvektorn) L
(bh)i = / fqbzdx, 1= 2, ces (N — 1).
0

Da kan vi skriva den sista matrisekvationen péa kort form

®

Systemet (9) kan 16sas med hjalp av klassiska metoder i linjar algebra och i MAT-
LAB genom att sitta U, = Kp\bp. Lagg mairke till att vektorn b ska vara en
kolumnvektor. Losningen Uy, till det sista ekvationssystemet anviands sedan for att
rikna ut den approximativa losningen

N

un(@) =Y un(zi)di(e). (10)

i=1

For att uppsummera: du maste 16sa ekvationssystemet (9) och sedan rikna ut den
approximativa losningen (10). Formlerna som du kan anvinda for att rdkna ut
integralerna finner du i nésta kapitel.

2. KVADRATURFORMLER

Om koefficienten a(x) &r komplicerade, sa kan vi inte rakna ut integralerna i styvhets-
matrisen Kj explicit. Da ska man anvinda sig av kvadraturformler fér numerisk
integration. For vara problem racker det bra att anvinda

Trapesformeln: _ /mi+1 flz)de ~ = (f(xip1) + fx5)).

Tit+1 — X4

DO | =

For numerisk integration kan du anvinda material fran tidigare kurser. Titta t ex
pa datorlaborationer som finns pa
http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/Matlab/Samhallsbyggnad /ht19/.


http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/Matlab/Samhallsbyggnad/ht19/
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2 Basfunktionernas (svaga) derivator dr styckvis konstanta:
! omz <z<u
h(w) = { 0 for t')vriglt_ 2 (11)
Al omuaq<z< T;
i(x) =< —h™' oma; <z < i 1=2,3,...,N — 1. (12)
0 for ovrigt
{ffl omzy_1 < zT<ITN

Py (x) =

0 for ovrigt

Om vi anvénder trapesformeln for att berdkna integraler, sa géaller

(i = | " aw)dl de = A

i—1

a(z)(h~12 dz + / “ a(@)(—h )2 da
a(zi—1) + 2a(x;) + a(xiy1)
oh !

%

i=2,...(N—=1);

Tit1

L
Y —1\2
(Knisn = (Knivri = [ at@oiohade == [ oyt de
a(z;) + a(zit1)
B 2h ’
(Kn)11 = (Kp)nN =1,

(Kp)1,;, =0, j=2,...,N,
(Kp)n;j =0, j=1,...,N—1

i=1,...(N—=1);

%

Pa samma satt kan man rakna ut lastvektorn

Tit+1

L
(bn)i = / f(@)éi(x) dx = / f@)bi(@)de = hf(z), i=2,.. N—1

i—1

(bn)1 = qo, (bn)N = qr-

3. KONVERGENS

Det ar viktigt att kontrollera att den numeriska algoritmen fungerar som den ska.
En mdojlighet ar att anvinda sa kallad “method of manufactured solutions”. Den
gar ut pa att vélja en funktion u (en exakt 16sning), sétta den in i den ursprungliga
ekvationen och rédkna ut hoger led f samt vérden pa randen w(0),u(L). Sedan
anvander man FEM for att bestdmma en approximativ 16sning uy och jamfor den
med wu.

2Eftersom basfunktionerna ir styckvis affina, sa dr de inte deriverbara i klassisk mening. Déremot
kan man definiera en svag derivata med hjélp av delvis integrationsformeln:
Vi séger att f’ ir en svag derivata av f om

L L
/ fludx = 7/ fv'dz, YveC™(0,L),v(0) =v(L)=0.
0 0
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For tillrackligt glatta a och f géaller foljande estimat:
lu = un|| < CR2, (14)

1/2
dér normen ér ||g|| = ( fOL g(x)%x) . Om den numeriska metoden inte fungerar

pa ett korrekt satt, sa far man kanske h™ med r # 2. Ett enkelt sétt att se om vi
verkligen far ritt potens h? ér att gora foljande

lu—usnll _ (2h)"
fu—unll =

[ — wap|
[|u — gl

~2" = r~log, (15)

Om 7 som vi far i (15) ndrmar sig 2 da h minskar, sa har vi en anledning for att tro
att implementationen av metoden ar korrekt.

Nér koefficienten i ekvationen ar diskontinuerlig, som det ar i vart fall, sa géller
inte (15) och man kan inte forvénta béattre &n O(h), men det géller att [|[u—up|| < Ch.

Man kan illustrera konvergensresultaten genom att halvera steget h och fylla i
foljande Tabell 1. Ett annat vanligt sdtt att studera konvergenshastigheten nu-
meriskt dr att plotta log h mot log ||u — up|| och ldsa av grafens lutning.

TABLE 1. Fel och konvergensraten

h 2-27923[274]25[2°F6

fel [lu — up|]

Tu =]

~ |
T |

4. UPPGIFTER

Uppgift 1

Vi vill studera varmeledningsekvationen i en stav gjort av ett kompositmaterial som
kommer att besta av tva olika material med olika varmeledningsegenskaper. Lat oss
inféra en viarmeledningskoeffcient. Tag den styckvis konstanta funktionen a(y)

1, 0<z<0.5, y
“(x)_{z, 05<az<1. (16)

Betrakta foljande Dirichlet randvérdesproblem i en heterogen endimensionell stav:

{—(a(:n)u’(ac))’ =4z, z€(0,1),

w(0) =0, ue(1) = 1. (17

(1) Bestdm den exakta losningen w(z) till (17) genom upprepad integration och
plotta den i Matlab. Hint: funktionen u(x) maste vara kontinuerlig i = 0.5.
Detta ger dig en extra (i tilldgg till randvillkor) ekvation for att bestdmma
okénda konstanter.
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(2) Skriven MATLAB-funktion [K] = StiffnessMatrix(x) som raknar ut styvhets-
matrisen K} (anvand trapesformeln for numerisk integration). Funktionens in-
put ar noder i berdkningsnétet x. Funktionens output ska vara en gles matris.
For varmeledningskoefficienten kan du anvidnda koden i slutet i denna fil.

(3) Skriven MATLAB-funktion [b] = LoadVector(x,q0,qL) som raknar ut lastvek-
torn b beroende pa antalet noder N och Dirichlet-villkoren g, qr..

(4) Anvand [K] = StiffnessMatrix(x) och [b] = LoadVector(x, q0, qL) for
att 16sa numeriskt (17) samt plotta losningen up ().

(5) Jamfora den exakta och numeriska losningar. Néamligen, rikna ut wuy for flera
h och fylla i Tabell 1. Hint: Du kan t ex anvénda funktionen trapz (med ett
mindre steg h) for att rdkna ut felet.

% Take a finer mesh with step=h/8

x1 = 0:h/8:1;

% Interpolate the approximation Uh to get the values
% in all new points

Uhl = interpl(x,Uh,x1);

% Compute the exact solution u(x) at these points
Uexact = u(xl);

% Compute the L2-error between the exact solution and
/% the approximation

Errorl2 = sqrt(trapz(xl,(Uexact-Uhl)."2))

Uppgift 2
Nasta steg ar att studera varmeledningen i en stav med snabbt oscillerande varmeled-
ningskoefficient. Tag igen den styckvis konstanta funktionen a(y)

1, 0<y<0.5,
a(y) =

2, 05<y<l. (18)

Vi utvidgar den periodiskt till hela R genom att sdtta a(y + 1) = a(y), 0 <y < 1.

Tex a(3.5) =a(3.5—-1) =a(25—-1) =a(l.5 —1) = a(0.5) = 1. Funktionen a(y)

blir da periodisk med perioden 1. Lat € > 0 vara en (liten) parameter. Funktionen

at(z) = a(g) ar da en e-periodiskt oscillerande funktion som beskriver vérmeled-
€

ningsegenskaper hos staven.
Betrakta foljande Dirichlet randvéardesproblem i en heterogen endimensionell stav:

{-—(ag(x)u;(x)y =4z, x€(0,1),

us(0) = 0, us(1) = L. (19)

Eftersom vérmeledningskoefficienten a.(z) beror pa e, sa beror ocksa l6sningen u.(z)
pa g, dvs att om vi &ndrar € s& dndras bade a. och 16sningen .
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Plotta a.(z) som en funktion av 2 € [0,1] for ¢ = 27%, k = 0;1;2;3. Det méste
synas tydligt att a.(x) &r e-periodisk.

Hint: eftersom a(y) ar 1-periodisk, sa géller a(£ — | £]), dar [Z] &r det storsta
talet mindre &n eller lika med z/e.

For att rékna ut a-(z) kan du sétta xve = x./ve - floor(x./ve) (ve star for
“varepsilon”) for att “skicka” varje x/e till intervalet [0,1] och sedan anvinda
funktionen a(x) i slutet i denna dokument for att plotta koefficienten:
plot(x,a(xve),’r-’,’LineWidth’,2).

Anvind FEM-koden i Uppgift 1 for att 16sa (19) numeriskt och plotta losningen
uf (x). Istéllet for a(z) ska du sétta in a(xve) i din funktion StiffnessMatrix(x).
For att kunna adndra €, ar det enklast att lagga till € som en input-parameter:
StiffnessMatrix(x, ve).

Da e blir mindre och mindre, kommer det heterogena materialet som bestar av
tva material med varmeledningskoefficienterna a1 = 1 och as = 2 blir ndrmare
och nérmare (i nagon mening) ett homogent material med effektiva varmeled-
ningskoefficienten
ot = 207 +agt) =201 427 = 5

Denna formel bevisar vi inte (det kan man gora genom att anvéinda homogeniser-
ingsteori). Man kan tolka den som den effektiva konduktansen for tva motstand
kopplade i serie.

Lat oss se att det stimmer numeriskt. For h = 278 och for e = 272,273,274
plotta uj (x) och den explicita 16sningen u(x) till Dirichlets problemet

——ul(x) =4z, z€(0,1),
ue(0) =0, ue(1) = 1.

Ser det ut som att u. approximerar uj bra da e blir mindre och mindre?

(20)
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Man kan definiera varmeledningskoefficienten a(x) i Uppgift 1 pa foljande sétt:

Coefficient a(x) in Problem 1

a= 1 if 0<=x<0.5,

a= 2 if 0.5<=x<1

Input: vector x

Output: a(x)

TR IR IR TITRTIRITIRITIRTIRT DRIl
function coeff=a(x)

% Vector k contains all indices such that x<0.5
k0 = find(x < 0.5);

k1 = setdiff (1:length(x),k0);

% Define the piecewise constant function a(x)
coeff = zeros(l,length(x));

coeff (k0) = ones(1l,length(k0));

coeff (k1) 2*ones (1,length(k1));

end

SRR SR W
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