CTH/GU Matematiska vetenskaper MVES515 H20, Datorlaboration 2

FINITA ELEMENTMETODEN I 1D — DEL 2
TIDSBEROENDE RANDVARDESPROBLEM

I denna datorlaboration kommer vi att studera finita elementmetoden for tids-
beroende varmeledningsekvationen i en dimension

Ou — Oy (a(x)0pu) = f(t,z), te€(0,T), z € (0,L),
u(t,0) = qo(t), u(t,L) = qr(t), te(0,T), (1)
u(0,2) = up(z), =€ (0,L).

Den okénda funktionen u(t, ) beror bade pa tiden ¢ och rumsvariabeln x. Vérmeled-
ningskoefficienten a, randvillkoren qq, g7, funktionen f och begynnelsevirdet ug ar
givna funktioner.

1. REDUKTION TILL ETT ODE-SYSTEM

Vi borjar med att skriva en svag formulering till (1) som lyder: Bestdm u(¢, ) sadan
att u(t,0) = qo,u(t, L) = qr. och u(0,z) = up(z) och som uppfyller

/ Oru v dx +/ a(x)0pu dyv da = /OL fvdz, (2)

for varje t € (0,T) och varje v € C'[0, L] sadan att v(0) = v(L) = 0.

1.1. Diskretisering av rumsvariabeln. Lat oss ta ett interval I = [0,L] och
inféra ett jamnt fordelat berdkningsnét som bestar av N noder 0 =1 < 20 < -+ - <
xny = L, med steget h = z;41 — x; = ﬁ Som for elliptiska problem infor vi ett
dndligtdimensionellt delrum Vj:

Vi, = {up, € C[0,1] : uy, ar affine for x € [z, 2;41], 1 <i < N} (3)
Testfunktioner ska uppfylla homogena Dirichlets randvillkor och tillhéra delrummet

Vor = {vn € C[0,1] : vx(0) = vp(L) = 0 och vy eP, 1<i< N} (4

[$i7Ii+1
Variationsformuleringen till approximationen lyder:
Bestam wuy, sa att up(t,0) = qo(t), up(t, L) = qr(t), up(0,2) = ugp(x) sadan att

L L L
/ Oyup, vy, dx +/ a(x)0pup(z)0pvp(x) de = / flt,x)vp(x)dx, for alla v, € Vyp,
0 0 0

()

och alla t. Har &r ug, en lamplig approximation av begynnelsevirdet ug(z). 1V},
viljer vi styckvis affina basfunktioner genom att sétta ¢;(x;) =1 och ¢;(z;) = 0 for
j # i som illustrerat i Figur 1.
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0= 1 T2 Ti—1 Ti Ti+1 N = L

FIGURE 1. Basfunktion ¢;(x)

Vi letar efter en 16sning till (5) pa formen

N
up(@) =) Ui(t)ds(x) |
j=1
Pa samma satt séitter vi ug(x) = Zjvzl up(zj)¢;(x). Lat oss ta testfunktionen

vp = ¢i, 2 <i < (N —1) och séttain i (5):

N L N L
ZUj(t) /0 ¢j(x)¢¢(x)dx+j§::1Uj(t) /O a(z)d;¢); da (6)

Jj=1 — —

L
—/ fosdn, 2<i<(N-1).
L
b;

Hér &r U derivatan av U med avseende pa ¢ och ¢’ ér derivatan av ¢ med avseende
pa x. Notera att testfunktionen v, maste uppfylla homogena Dirichlet-villkor vid
andpunkterna, varfor vi inte kan ta ¢; och ¢ som testfunktioner i (5). Pa grund
av detta fick vi (N — 2) ekvationer i (6) och inte N som i Neumans eller Robins
problem. Beteckna

L
0
L
Az‘j—/ a(x)¢ididr, i=2,...,(N—1); j=1,...N;

0
L

bi:/ foidz, i=2,...(N—1).
0

Vi vill skriva om (6) pa matrisform, men innan vi gor detta behover vi diskretisera
med avseende pa tiden och ta hansyn till randvillkoren och begynnelsevardet.
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Elementen 1 massmatrisen kan vi rdkna ut exakt:

h
My = Mnn = 3, (7)
Tit+1 2
MM:/ (qbi)de:?h, i=2,...(N—1); (8)
Ti—1
Ti+1 h ]
M/L'(Z'Jrl) :M(lJrl)l:/z ¢i¢i+l dr = 6, 1= 1,(N—1) (9)

Som i forra datorlaborationen anvinder vi trapesformeln for att rikna ut inte-
gralerna i matrisen A och lastvektorn b approximativt. Om man ser bort fran
randvillkoren (vi kommer att ta hand om dem efter att vi har diskretiserat i tiden)
sa har vi

L ‘ , ,
mf:A @@@@dxz“@1ﬂ+2§§)+ﬂﬁﬂx i=1,...N; (10)
L
/! i) + i
Ai(i+1) = A(i+1)z‘ = /0 a($)¢i¢i+1 dx ~ _a(x ) 2;:(96 H), =1,...(N -1);
(11)
Aij =0 j#i£1 (12)
L
bi(t) = / flt,x)pi(x)dx =~ hf(t,z;), i=1,...N. (13)
0

Pa det sattet far vi ett system av ODE pa matrisform
MU + AU = b(t),
{ U =0°
med konstanta N X N mass- och styvhetsmatrisen M, A och N-lastvektorn b(¢).

Notera att M och A ar trediagonala matriser. Den obekanta vektorn &r U(t)
(Up(t),...,Un(t)) och begynnelseviirdet ir UY = (ug(z1),. .., uo(zn)).

1.2. Diskretisering i tidsvariabeln. Vi har diskretiserat problemet med avseende
pa rumsvariabeln och nu ska vi diskretisera det i tidsvariabeln med hjilp av finita
differenser.

Tag en partition av [0,T]: 0 =t < t2 < ... < tpyy =T med steget k =ty 11 — tin.
Vi vill 16sa approximativt ett system av ODE pa formen

MU + AU = b(t),
{ U =0°
med konstanta N x N mass- och styvhetsmatrisen M, A. Lat oss diskretisera med
hjalp av #-scheme:
U(tm+1) — U(tm)
k

M + A(OU (ts1) + (1= O)U (b)) = Ob(tms1) + (1 — 0)b(tm)-

Parametern 6 kan vara 0 (framatdifferens), 1 (bakatdifferens) eller 0.5 (centraldif-
ferens, Crank-Nicolson).
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Systemet att 16sa for U(t,,41) blir

AU (tyi1) = b,

dar
A= M + 0kA, (14)

b= (M —(1—=0)kA)U(tm)+ 0 kb(tmir) + (1 —0) kb(tm), m=1,...,M —1.
(15)

Vi startar med begynnelsevirdet ‘U(tl) = (up(z1), uo(x2), .. .,uo(a?N))‘ och 16ser

sedan ekvationen for U(tp,41), m = 1,...,M — 1. For att ta hand om randvil-
lkoren u(t,0) = qo(t), u(t, L) = qr(t) ersitter vi forsta och sista raderna i A samt
forsta och sista komponenterna i b (fér varje m) pa samma sitt som vi gjorde for
elliptiska problem:

A =1, A;;=0,j#1;
Ayn =1, Ayn;=0, j#N; (16)
b1 = qo(tmt1), by = qr(tms1). (17)

2. UPPGIFTER

Uppgift 1

Vi vill studera en tidsberoende varmeledningsekvation i en stav gjort av ett kom-
positmaterial som kommer att bestd av tva olika material med olika varmeled-
ningsegenskaper. Lat oss infora en varmeledningskoeffcient. Tag den styckvis kon-
stanta funktionen a(x)

(18)

1, 0<z<0.5,
a() {z 05<az<1.

Betrakta foljande Dirichlet randvardesproblem i en heterogen endimensionell stav:
Ou — Oy (a(g)o%u(t,x)) =0, te(0,1], z€(0,1),
w(t,0) =0, u(t,1) =0, te (0,1], (19)
u(0,z) = sin(rz), z e (0,1).

(1) Modifiera funktionen K=StiffnessMatrix(x,ve) fran uppgift 2 i Lab 1 (sa att

du far med den oscillerande koefficienten) sa att den anvénder spdiags eller
sparse for att definiera den glesa matrisen A enligt (10)—(12).

(2) Modifiera funktionen b=LoadVector(x) fran forsta laborationen sa att den har
tva input-parametrar ¢,z och riknar ut lastvektorn for en funktion f(¢,z). Har
ska x vara en vektor, t en skalar och output LoadVector ska vara en vektor med
lika manga komponenter som z.
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Definiera en partition av rumsintervallet med N = 10 noder och steget h =
1/(N —1), och en partition av tidsintervallet [0,1] med S = 10 noder och steget
k = 1/(S —1). Definiera ocksa en matris for den approximativa l6sningen
U=zeros(N,S). Siitt ¢ = 273 och § = 1. Definiera randvillkoren qq(t), g1,(t) och
begynnelsevérdetvektorn ug(x) enligt (19). Du kan t ex anvénda féljande kod:

% Define a function for the initial condition
u0=0(x)sin(pi*x);

% Define a column vector of initial condition

U0 = u0(x)’;

% Write the initial vector in the solution matrix
U(:,1) = UO;

Definiera massmatrisen M enligt (7)-(9) (anvénd spdiags eller sparse).
Rékna ut matrisen A given med (14).

I en loop for m=1:8-1 (dvs for varje t) rdkna ut U(tm+1) (en vektor U(: ,m+1)
med N koordinater) som uppfyller

AU(tm+1) == 5,

med en N x N matris A (14)-(16) och en N-vektor b (15) i Kap. 1.2. For
matrismultiplikationen i Matlab anviander man % och for att 16sa ekvationssys-
temet AU = b anvinder man U=A\b. Glom inte kontrollera att alla vektorer &r
kolumnvektorer. Du kan t ex anvinda foljande kod for att rikna ut b:

tildeB=M*U(:,m)-(1-theta)*k*StiffnessMatrix(x,ve)*U(:,m)...
+ thetax*k*LoadVector (t(m+1),x)”’
+ (1-theta)*k*LoadVector (t(m),x)’;

tildeB(1) = qO0;

tildeB (N) ql;

Om LoadVector &r en radvektor sa den maste transponeras.

Begynnelseviirdet ska uppdateras efter varje iteration: U(:,m) = U(:,m+1).
Notera att matrisen A inte beror pa tiden och kan ridknas ut en gang, medan
vektorn b kan bero pa t och maste uppdateras vid varje iteration.

Plotta den approximativa losningen U(: ,m+1) vid varje iteration.

plot(x,U(:,m+1),’r’,’Linewidth’, 2);

lgd=legend (sprintf (’Temperature atyt=%.2f’,t(m+1)));
lgd.FontSize = 14;

ylim([0,1.2]);

Skillnaden mellan den exakta l6sningen u och den approximativa uy, vid sluttiden
T kan uppskattas i termer av steglangderna h och k:
H’U,(T) — Uh<T)H < Ci1h® + CokT,

for nagra s, r. Denna uppskattning géller for alla h, k om 6 € [0.5, 1], och endast
for k << h om 0 = 0.
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Los (19) for foljande varden av parametrar 6, M, N

0 1 0.5 0
M |10 10 20010 10 20010 10 200
N |10 200 10 |10 200 10 |10 200 10

For vilka varden uppstar instabilitet?

Uppgift 2

For sma e kan 16sningen till (19) approximeras med 16sningen till det effektiva prob-
lemet

4
Opv — gamv(t, x) =0, t e (0,1], z € (0,1),
u(t,0) =0, v(t,1) =0, t e (0,1], (20)
v(0,z) = sin(mz), x € (0,1).
Man kan rékna ut losningen exakt (separation av variabler):
2
v(t,z) = e 5t sin(m x). (21)

Plotta v(¢t, x) for varje t,,, pa samma plot som den approximativa l6sningen U (:,m)
i Uppgift 1. Ser det ut som att v approximerar U?
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Om du vill géra en animation (valfritt) sa kan du anvédnda foljande kod i en
for-loop:

% Plot the initial profile

plot(x,U0,’r’,’Linewidth’ ,2);

lgd=legend (sprintf (’Temperature profileyat ty=u%.2f’, t(1)));
lgd.FontSize = 14;

ylim([0,1.2]);

% Save the plot for the animation

P(1) = getframe;

for m=1:8-1

% Compute the approximation U at t=t_m

U(:,m+1) = tildeA\tildeB;

/% Plot the solution for each t
plot(x,U(:,m+1),’Linewidth’, 2);

lgd=legend (sprintf (’Temperaturejat t=%.2f’,t(m+1)));
lgd.FontSize = 14;

ylim ([0,1.5]);

P(m+1) = getframe;

end
video = VideoWriter (’HeatlD.avi’, ’Uncompressed AVI’);
video.FrameRate = 5;

open(video)
writeVideo (video, P);
close(video);
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