CTH/GU LABORATION 2 MVEA480 - 2022/2023
Matematiska vetenskaper

Linjara avbildningar

1 Inledning

Vi skall se pa nagra geometriska transformationer; rotation, skalning och translation. Rotation och
skalning &r linjdra avbildningar och kan beskrivas med standardmatriser, ddremot &r translation
inte en linjar avbildning. Vi skall dven se lite pa ortogonal projektion och spegling.

2 Rotation, skalning och translation i R?

Betrakta en punkt x = (2, 5) i R?. Rotation moturs med vinkeln ¢ runt origo ges av T : R? — R?,
diar T(x) = Ax med standardmatrisen
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Motsvarande for skalning och translation blir
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For translation finns ingen standardmatris eftersom det inte &r en linjér avbildning.

Vi illustrerar med MATLAB. I figuren nedan till vanster ser vi ett polygonomrade med svart rand
som vi roterar nagra ganger med vinkeln % och ritar med réd rand. Vi tinker oss att vi redan

skapat koordinater i radvektorerna X och Y som beskriver det ursprungliga omradet.

fill(X,Y,’g’,’edgecolor’,’k’), hold on
axis equal, axis([-1.5 2 -0.1 2]), pause(1)
v=pi/6; A=[cos(v) -sin(v); sin(v) cos(v)];

P=[X;Y];

for i=1:3
P=AxP; % Varje koordinatpar roteras med vinkeln pi/6
fill1(P(1,:),P(2,:),’g’, ’edgecolor’,’r’), pause(l)

end

plot(0,0,’ko’, ’markersize’,2) ¥ origo

hold off



AT R

-1 0 1 -1 0 1

Till hoger ser vi samma omrade i ursprungsléget (svart kant) samt nagra upprepade translationer
(rod kant) med vektorn ¢.
fill(X,Y,’g’,’edgecolor’,’k’), hold on
axis equal, axis([-1.5 2 -0.1 2]), pause(1)
t=[-0.6;0.3];
P=[X;Y];
for i=1:3

P=P+t*ones(size(X));

fil1(P(1,:),P(2,:),’g’, ’edgecolor’,’r’), pause(l)
end
hold off

Uppgift 1. Rotera och translatera ett polygonomrade ni genererar sjélva, t.ex. en triangel.

Innan vi gar vidare dr det viktigt att tdnka igenom det vi gjorde: Vi antar att vi redan har tva
radvektorer med koordinater for polygonomrade och placerar dem i en matris med P=[X;Y] sa
att koordinaterna fér punkterna ligger som kolonner.

P:|:ZL'1 Ty - xn]:[Pl P, ... P,], med Pi:{xi}
Yyr Y2 - Yn Yi

I MATLAB roterar vi med P=A*P sa att varje punkt roteras f’z = AP;, fast alla samtidigt.
p— [fn P, .- ﬁn] —[AP, AP, --- AP,| = A[P, P, --- P,] = AP

Vi translaterar i MATLAB med P=P+t*ones (size (X)) sa att varje punkt translateras 131 =P;+t,
fast alla samtidigt.

A~ o~

P = [fn P, .- ﬁn] — [P+t Pytt - P, tt]=

B - ty tp - U] 131 o
=P+t t t]_P+[t2 b t2:|—P+|: ][1 1 1]

3 Rotation, skalning och translation i R®

Betrakta en punkt x = (21,22, z3) i R3. Rotation med vinkeln ¢ kring x;-, ro- och x3-axlarna ges
av T : R® — R3 diir T(x) = Ax med foljande respektive standardmatriser

1 0 0 cos(¢) 0 sin(¢) cos(¢) —sin(¢) 0
A =10 cos(p) —sin(¢p)|, A= 0 1 0 , A= [sin(¢) cos(¢p) 0O
0 sin(¢) cos(9) —sin(¢) 0 cos(¢) 0 0 1

Rotationen sker medurs sett i axelriktningarna.



Motsvarande for skalning och translation blir

S(x)=Bx=|0 s2 0 To

respektive
x 131
F(X):X+t: H) + t2
T3 t3

Nu skall ni rita en tetraeder som ni sedan skall transformera pa lite olika satt. For att underlatta
ritandet av tetraedern visar vi hur man kan rita en kub.

Vi ritar en enhetskub enligt

H=[0 1 01 0101 % H(:,j), j:te kolonnen i H, ger koordinater foér hornpunkt j
00110011 % size(H,2) ger antal hornpunkter
0000111 1];
S=[1 243 % S(i,:), i:te raden i S, ger nr pd hornpunkter pa sida i
1265
1375
3487
2486
568 7]; % size(S,1) ger antal sidor

figure(1), clf, hold on
for i=1:size(S,1)
Si=S(i,:); fill3(H(1,S8i),H(2,81),H(3,Si),’b’, facealpha’,0.7)
end
axis equal, axis tight, axis off, hold off, view(20,10)

Lagg lite tid pa att ténka igenom det vi gjort. Hornpunkternas koordinater ligger som kolonner i
matrisen H. Pa raderna i matrisen S har vi numren pa hornpunkterna pa sidorna, t.ex. forsta raden
(1 2 4 3) ger numren pa hérnpunkterna som ger botten pa kuben.

Antal kolonner i H, som ges av size(H,2), ar antalet hornpunkter. Antalet rader i S, som ges av
size(S,1), ar antalet sidor.

Med for-satsen ritar vi upp alla sidor. Vi plockar ut en sidas hérnpunkter med Si=S(i,:) och
motsvarande kolonner i H, dvs. H(:,Si) ger koordinaterna fér hornpunkterna.

Vi ritar sidan med £i113, som fungerar som fill fast i rummet. Hir maste vi separera xi-, xo-
och zs-koordinaterna. Med H(1,S81) far vi x;-koordinaterna for hornpunkterna pa sidan, osv.

Vi far kuben lite latt genomskinlig med ’>facealpha’,0.7. For solid kub sétt *facealpha’,1 eller
utelamna. Med axis equal far vi skalor pa axlarna sa att en kub ser ut som en kub och inte blir



tillplattad. Vidare ger axis tight ett koordinatsystem wtan luft runt kuben som vi ritat och axis
off gor att axlarna och skalmarkeringar inte syns. Med view(20,10) ges betraktelsevinklar, se
giarna hjélptexterna.

Uppgift 2. Rita en liksidig tetraeder.

A

Vi kan ta hornpunkter pa enhetssfiren med hornpunkternas koordinater som
24/2 1 2 2 1
—\/_aoa__ ) _iai 50 o | (07051)
3 3 3 33

Uppgift 3. Rotera tetraedern runt nagon axel. Gor en translation av tetraedern bort fran origo.
Rotera den ater runt nagon axel. Vilj ett koordinatsystem sa att tetraedern syns i alla ldgen den
hamnar i.

4 Ortogonal projektion och spegling

Ortogonal eller vinkelrdt projektion av en punkt x pa linjen
ar +by =d

ges av X = X + an, dir n = (a,b) ar normalen och

d—n-x
0= —
n-n

Speglingen i linjen av x ges av x, = X + 2an.

Om vi projicerar och speglar vart omrade i en rét linje skulle det kunna se ut sa hér.
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Nu skall vi se hur det blir i rummet: Bestdm ortogonala projektionen pa planet
ar +by+cz=d

Planet har normalvektorn n = (a, b, ¢). I bilden har vi ritat enhetsnormal n och ortogonala pro-
jektionen x lédngs enhetsnormalen av en punkt x.

Vi gor ansatsen X = x + an, dir « skall bestdimmas sa att x ligger pa planet. Ekvationen for
planet kan skrivas
n-x=d

och satter vi in ansatsen far vi
n-x=n-(x+an)=n-x+an-n=d

och darmed d—n-x
“T"an

For speglingen av x, av punkten x i planet géller
X, =X+ 2an
med samma val av a.

Nu skall vi i MATLAB rita planet ax +by +cz =d, fora=1,b=—-1,c =4 och d = 1.

Eftersom ¢ # 0 sa kan vi 16sa ut z, i annat fall far vi modifiera koden

>> xmin=-2; xmax=2; ymin=-2; ymax=2;

>> a=1; b=-1; c=4; d=1;

>> X=[xmin xmax xmax xmin]; Y=[ymin ymin ymax ymax];
>> Z=(d-a*X-bxY¥)/c;

>> figure(1), clf

>> fil13(X,Y,Z,’g’,’facealpha’,0.7)

>> xlabel(’x’), ylabel(’y’)

>> grid on

Resultatet blir planet i figuren ovan.



Uppgift 4. Rita planet vi just tittade pa. Bestdm en normalvektor och rita ut den med en pil
fran en punkt pa planet. En pil i rummet kan vi rita med quiver3(x,y,z,a,b,c,s), dir x,y, z
ger koordinaterna for den punkt som pilen skall ritas fran, a,b, c ger pilens utstriackning och s
ar en skalfaktor (normalt tar vi s = 0 vilket ritar utan skalning, medan t.ex. s = 2 gor pilarna
dubbelt sa langa). Vilj en punkt x, rita ut den, bestdm dess vinkelréita projektion X pa planet och
rita ut &ven den. Slutligen rita ocksa ut speglingen x, av x. Markera normalvektorn och de olika
punkterna med texter. T.ex. normalvektorn kan markeras med text(u,v,w,’n’), dir u,v,w &r
koordinaterna for positionen av vénster sida av texten och ’n’ &r texten som skall skrivas, dvs.
ett n. Anviind axis equal sa att vi ser om vinklar &r réta.

Vi skall se lite mer pa den ortogonala projektionen pa ett plan ax + by + cz = d dér a, b, ¢ och d
ar konstanter.

Om x dr den punkt vi projicerar och x &r projektionen sa galler

R d—n-x
X=X+ an, o= ——
n-n
diar n = (a, b, c) ar en normalvektor till planet.
Om d = 0, dvs. planet gar genom origo, har vi
N n-x
X=X+an=xXx——n
n-n
Eftersom n-x &r en skaldr sa géller
n-x 1
ﬁ:x—( )n:x——n(n-x)
n-n n-n

Vidare giller att n - x = n'x, dvs. skaldrprodukten kan beriknas genom att n' som &r en radvektor
matrismultipliceras med kolonnvektorn x och vi far

1 1 1
X=x——mnn'x)=x— ——(nn")x = (I——nnT)x
n-n n-n n-n
diir vi utnyttjade att n(n'x) = (nn') x.

Observera att nn' #r en matris (en s.k. ytterprodukt), medan n-n = n'n ér ett tal (skaldrprodukt
eller innerprodukt).

Vi har kommit fram till .
X = <I——nnT)x:Px

n-n
Alltsa en linjér avbildning med standardmatrisen P.

For spegling géller

Alltsa en linjér avbildning med standardmatrisen R.

Om d # 0, dvs. planet gar inte genom origo, har vi

d—mn- 1 d
&zx+anzx+$n: (I——nnT)x+—n:Px+ﬁn
n-n n-n n-n

dvs. inte en linjar avbildning. Motsvarande géller dven for spegling, da d # 0.



