CTH/GU LABORATION 1 MVEA480 - 2022/2023
Matematiska vetenskaper

Linjara ekvationssystem

1 Inledning

Denna laboration borjar med att vi ser pa matriser i MATLAB och deras uppbyggnad. Sedan ser vi
pa matrismultiplikation. Avslutningsvis ser vi pa linjéira ekvationssystem, dér vi ocksa ser lite pa
system med stora och glesa koefficientmatriser. I teknik- och naturvetenskap &ér det vanligt med
stora och glesa ekvationssystem. Redan nésta ldsperiod kommer ni l6sa sadana i mekanikkursen.

2 Matriser

En matris ar som ni vet ett rektangulért talschemas:
aip - Qin
A=
m1  * Gmn

Matrisen ovan har m rader och n kolonner, vi séiger att den &r av typ m x n. Ett matriselement i
rad nr 7, kolonn nr j tecknas a,;, dér ¢ dr radindex och j ar kolonnindex. I MATLAB skrivs detta
A(i,j) och [m,n]=size(A) ger matrisens typ, medan m=size(A,1) ger endast antal rader och
n=size(A,2) ger endast antal kolonner.

Indexeringen i &ar alltid som i matrisen ovan, dvs. rad- och kolonnindex boérjar alltid pa ett och vi
kan inte dndra pa det.

En matris av typ m x 1 kallas kolonnmatris (kolonnvektor) och en matris av typ 1 x n kallas
radmatris (radvektor):

Du kommer att se att vi anvédnder oftast kolonnvektorer for att representera kvantiteter som
vi berdknar. Element nr ¢ ges i MATLAB av b(i) och antalet element ges av m=length(b).
Motsvarande géller for radvektorn c. Indexeringen borjar alltid pa ett dven for vektorer.

Som exempel tar vi

A:

W N =
S O >
© 00
N = O

1
, b=1|3], c=[0 2 4]
5

—_ =

Vi skriver in detta i MATLAB enligt
>> A=[1 47 10; 2 58 11; 3 6 9 12]

>> b=[1; 3; 5]
>> ¢c=[0 2 4]



Vi ser av vilken typ matrisen dr och nagra element med

>> [m,n]=size(A)

m=
3
n =
4
>> A(2,3)
ans =
8

Prova gérna length och size pa b och c. Nagon skillnad? Skriv ut nagot element ocksa.

En matris kan betraktas som en kollektion av kolonner:

a/ll PR a/l_] PR aln
a/ml PR a/m] PR amn
med kolonnerna
11 Qay; Q1n
a = y 5 = y  Ap =
Am1 amj Qmn,

Man kan dven betrakta den som en kollektion av rader, men vi anvénder oftast kolonnrepresenta-
tionen. I MATLAB plockar man ut kolonn nr 7 med A(:, j). Hér ar j kolonnindex medan radindex

it =1,...,m representeras av tecknet kolon :. Pa liknande vis ges rad nr ¢z av A(1,:).
>> al=A(:,1)
al =
1
2
3
>> A2=A(2,:)
A2 =
2 5 8 11

Uppgift 1. Skriv in f6ljande matriser i MATLAB.

9

4
A= B=|3 d=[0 2 4]
1

o~ O Ot
— N Ot
— =
o
I
~ Ot W

1
2
3
4

—_ = =

0
1 )
2
(a). Skriv ut matriselementen ass, bas, c2 och ds. Prova size och length pa A, B, c och d. Andra

bog genom att skriva B(2,3)=5.

(b). Skriv ut kolonn nr 1, 2 och 3 ur matrisen A. Sétt in kolonnvektorn ¢ som 2:a kolonn i A
genom att skriva A(:,2)=c.



(c). Radera matrisen B (clear B) och skriv in den igen genom att forst bilda kolonnerna

och sedan sétta in dem i matrisen B = [b; by bg].

Vi kan ta ut ett block ur en matris med A(iv,jv) dér iv dr en vektor med radindex och jv &r
en vektor med kolonnindex. Resultatet blir en matris med length(iv) rader och length(jv)
kolonner.

>> A=[1 3 5; 79 11; 2 4 6] >> B=A([2 3],[1 3])
A= B =
1 3 5 7 11
9 11 2 6
2 4 6

Transponatet AT av en matris A ges av apostrof ().

>> A=[1 3 5; 7 9 11] >> B=A’
A= B =
1 3 5 1 7
9 11 9
5 11

o L [FI0
A=3711,B=?§1c:5,d=[024]
48 12 7

(a). Satt in kolonnvektorn ¢ som 3:e kolonn i A och sitt in radvektorn d som 2:a rad i B.

(b). Lat 1:a och 4:e raden i A byta plats och lat darefter den 2:a och 3:e kolonnen byta plats.

3 Bygga upp matriser

Med funktionerna zeros och ones kan man i MATLAB bilda matriser med nollor och ettor.
Exempelvis zeros(m,n) ger en matris av typen m x n fylld med nollor. Med zeros(size(A))
far vi en matris fylld med nollor av samma typ som A. Motsvarande géller for ones.

Enhetsmatriser bildas med funktionen eye, med eye(n) far vi enhetsmatrisen av typen n x n.
Man kan ocksa anvinda eye for att bilda rektanguldra matriser med ettor pa huvuddiagonalen
och nollor for 6vrigt. Med eye (m,n) far vi en sadan matris av typen m xn och med eye (size(A))
far vi en av samma typ som A.

Med diag bildas diagonalmatriser. En vektor kan ldggas in pa en viss diagonal enligt



>> d=[2 3 7]; >> d=[2 3 7];

>> A=diag(d,0) % eller A=diag(d) >> A=diag(d,1)
A= A=
2 0 0 0 2 0 0
0 3 0 0 0 3 0
0 0 7 0 0 0 7
0 0 0 0

Huvuddiagonalen markeras med 0, diagonalen ovanfor till hoger med 1, diagonalen nedanfor
till vinster med -1, osv. Matrisen blir sa stor att vektorns alla element far plats lings angiven
diagonal.

4 Matris-vektorprodukt

Matris-vektorprodukten y = Ax av en m X n-matris och en n-kolonnvektor ar en m-kolonnvektor
som ges av

U1 air v Qi T 1171 + a12T2 + - - + A1, Ty
Ym Am1 Amn Ty Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn
y A X Ax

eller elementvis

n
Yi = E AijTj = i1 Ty + QT2 + -+ + AipTy
j=1

Matris-vektorprodukten y = Ax kan beriknas i MATLAB med den inbyggda matrismultiplikatio-
nen (*) enligt y=A*x eller med lite egen programmering (som bygger upp y elementvis)

>> y=zeros(m,1);

>> for i=1:m
s=0;
for j=1:n

s=s+A(i,j)*x(j);
end
y(i)=s;
end

Ett alternativt sidtt att introducera matris-vektorprodukt &r att definiera Ax som en linjér-
kombination av kolonnerna i A, (se Lay avsnitt 1.4)

T
y =Ax = [al an] | =r1a1 + 2280 + -+ Ay =
:L‘n
a 12 QA1n
= | |+ |2t F | | X
Am1 Am2 Amn



I MATLAB skulle vi, for t.ex. n = 3, skriva
>> y=A(:, 1) *x(1)+A(:,2)*x(2)+A(:,3)*x(3)
och for ett storre viarde pa n skulle vi kunna bilda linjérkombinationen enligt

>> y=zeros(m,1);
>> for j=1:n
y=y+A(:,*x(3);
end

Uppgift 3. Skriv in foljande matriser i MATLAB.

6 1

1|, x=|1], a=[-1 0 1]
1 1

(a). Berékna foljande produkter, bade for hand, dvs. med penna och papper, och med MATLAB,
dvs. med inbyggda matrismultiplikationen (*),

Ax, Bx, AB, ax, xa, aB.

(b). Berékna produkten Ax dven genom att ni skriver en egen programkod i MATLAB. Skriv
snyggt och tydligt.

5 Matris-matrisprodukt

Matris-matrisprodukten C = AB av en m X n-matris A och en n x p-matris B, med kolonner
by,---,b,, & en m X p-matris som ges av

C=AB=Alby, - ,b)=[Ab;, -+, Ab,)]

eller elementvis

n
CU:§ aik;bk;ja izl,---,m,jzl,---,n
k=1

Matrismultiplikationen C = AB kan berédknas i MATLAB med den inbyggda matrismultiplikatio-
nen (*) enligt C=A*B eller med lite egen programmering (som bygger upp C elementvis)

>> C=zeros(m,p);
>> for i=1:m
for j=1:p
cij=0;
for k=1:n
cij=cij+A(i,k)*B(k,j);
end
C(i,j)=cij;
end
end



Alternativt bygger vi upp kolonnvis enligt

>> C=zeros(m,p);
>> for j=1:p
C(:,j)=A*B(:,7);
end

Uppgift 4. Skriv in f6ljande matriser i MATLAB.

1
A=10
1

O = O

0 1
0|, B=| -2
1 0

o = O

0
0, C=
1

N DN

11
10
2 1

(a). Kontrollera att associativa och distributiva lagarna géller for dessa matriser.
Du skall alltsa se att
A(BC) = (AB)C
AB+C)=AB+ AC
(B+C)A =BA +CA

(b). Vanligtvis dr matrismultiplikation inte kommutativ. T.ex & AC # CA och BC # CB
(kontrollera gérna), men vad géller for AB och BA?

6 Linjart ekvationssystem

Linjéra ekvationssystem med sma koefficientmatriser, 16ser vi med backslash-kommandot x=A\Db
eller alternativt med kommandot rref enligt rref ([A b]).

Backslash-kommandot (\) anvénds nir A ar en kvadratisk matris och vi vet att vi har en entydig
16sning. Har vi fria variabler sa anvénder vi rref som reducerar den utokade matrisen [A b] till
reducerad trappstegsform.

Vid numeriska berikningar skall man inte bilda x = A~'b, dvs. man skall inte bilda inversen
och multiplicera med den. Det blir mindre effektivt och mindre noggrant, speciellt for lite storre
matriser.

Som exempel pa ett linjért ekvationssystem tar vi

€T +2l‘2 +3l‘3 =14
3[L‘1 +2[L‘2 +l‘3 =10

7l‘1 + 8l‘2 =23
som kan skrivas pa matrisform
1 2 3| |m 14
3 2 1| [x] = [10],
7 8 0f |3 23
dvs.
1 2 3 14
Ax=b, med A= |3 2 1|, b= 1|10
7 8 0 23



Vi bildar koefficientmatrisen A och hogerledsvektorn b med

>> A=[1 2 3;3 2 1;7 8 0]
>> b=[14;10;23]

Med kommandot rref kommer vi till radreducerad trappstegsform (row-reduced-echelon form)
sa att vi kan lédsa av 1osningen till Ax = b.

Forst bildar vi den utokade matrisen E = [ A b| med

>> E=[A b]

E =
1 2 3 14
3 2 1 10
7 8 0 23

och sedan far vi den reducerade matrisen med

>> R=rref (E)

R =
1 0 0 1
1 0
0 0 1 3

X1 1
X=|x9| = |2
T3 3

Som ytterligare ett exempel ser vi pa foljande ekvationssystem med odndligt manga losningar

xr, + 233‘2 -+ 333‘3 =10
3[L‘1 + 2[L‘2 +l‘3 = 14
7ZL‘1 + 81‘2 + 9{L‘3 =46

eller pa matrisform

1 2 3 1 10
Ax=D 3 21 To| = | 14
7 8 9 x3 46

>> A=[1 2 3;3 2 1;7 8 9]
>> b=[10;14;46]

Vi reducerar utokande matrisen med

>> R=rref ([A b])

R =
1 0 -1 2
1 2 4
0 0 0 0



Vi har en fri variabel. Om vi sétter x3 = ¢ far vi

X1 2+t
X= |22 | = 4 — 2t
T3 t

dér t ar ett godtyckligt reellt tal.

Uppgift 5. Skriv foljande ekvationssystem pa matrisform och 16s dem sedan med rref.

SL’1+5SL’2—|—9$3:29 SL’1+.T2+3.T3+4374:2
2r1 + dr3 = 26 —2x1 + 229 + 203 = —4
3$’1+7IE2+11I‘3:39 $1+l‘2+2l‘3+3l‘4:1

$1—$2—2ZE3—I‘4:1

Skulle det finnas oédndligt manga losningar skriv upp en formel for samtliga 16sningar.

Uppgift 6. Lis ”Balancing Chemical Equations” i Lay avsnitt 1.6. Los sedan stokiometriuppgiften
Lay 1.6: 10. Be MATLAB riakna med rationella tal med kommandot format rat sa blir det nagot
enklare att tolka svaret. Med format short far vi sedan tillbaka standard formatet. Skriv ned
den balanserade formeln pa papper.

7 Stora och glesa linjira ekvationssystem

En del problem har vildigt manga obekanta och ger stora matriser. Finns det fa kopplingar blir
det manga nollor i matrisen, vi far en s.k. gles matris. Vi skall se hur MATLAB hanterar detta.
Néar val matrisen édr lagrad kinner MATLAB av att det dr en gles matris nér vi t.ex. vill berdkna
16sningen till ett linjart ekvationssystem.

Allméan gleshetsstruktur

Som exempel tar vi matrisen

7 0 0 5 0
0 2 -8 0 0
A=|3 0 0 0 11
1 0 0 4 0
0 -5 9 0 6

Detta &r en gles matris och en lagringsmetod &r att lagra tripplar (i, j, a;;) for de element som &r
skilda fran noll. Vi bildar en tabell 6ver nollskilda element och deras rad- respektive kolonnindex.

? 112 23 3 44 5 55
J 142 31 5 14 2 35
A 752 -83 11 14 -5 96

I MATLAB bildar man tre vektorer av rad- och kolonnindex samt matriselement och sedan den
glesa matrisen med funktionen sparse enligt

>> ivec=[1 122334455 5];
>> jvec=[1 42315142 35];
>> aijvec=[7 52 -8 3 11 14 -5 9 6];



>> A=sparse(ivec, jvec,aijvec)

A =
(1,1 7
(3,1) 3
(4,1) 1
(2,2) 2
(5,2) -5
(2,3) -8
(5,3) 9
(1,4) 5
(4,4) 4
(3,5) 11
(5,5) 6

Utskriften visar alla nollskilda element och deras plats i matrisen. Med funktionen full kan vi
omvandla en gles matris till en vanlig fylld matris enligt

>> FA=full(A)

FA =
7 0 0 5 0
0 2 -8 0 0
3 0 0 0 11
1 0 0 4 0
0 -5 9 0 6

Har far vi en kontroll att vi bildat ratt matris.

Som exempel pa en lite storre gles matris tar vi: Fackverk — Krafterna i de olika grenarna av
det statiskt bestdmda fackverket i figuren nedan skall bestdmmas da angivna yttre krafter Ar
anbringade.

v
® , @ , @ 1
VV h
1 3 ) 7 9 11 12
@ A Py
2 6 10 13
® ® © A
o SN
Fivy F F3

Genom att anséitta kraftjimvikt i horisontal- och vertikalled i knutpunkterna far vi ett linjért
ekvationssystem Ax = b for de sokta krafterna i fackverkets grenar.

Beroende pa om vi anvinder s.k. friliggning eller inte blir matrisen A av typen 13 x 13 eller
16 x 16, vi har alltsa 13 eller 16 obekanta. (Fackverksproblem kommer ni stota pa i varens kurs i
mekanik.) Nu véljer vi att sidtta upp ekvationssystemet utan friliggning.



Lat u = sin(}) = % och lat = vara vektorn med de sokta krafterna. Vidare tar vi de palagda

krafternas storlek som 8, 10 resp. 12. Vi far ekvationerna

—x9+2¢ =0 h knut 2 —ur; + x4 +urs =0 h knut 3
r3—8=0 v knut 2 —uxry —x3 —urs =0 v knut 3
—24+23=0 hknut4d —wuxrs— x5+ urg+ax10=0 hknutbh
—2x7 =0 v knut 4 uxrs + r7 +urg — 10 =0 v knut 5
—x19+ 213 =0 h knut 6 —rg — uxg +uripo =0 hknut 7
11 —12=0 v knut 6 —urg — 11 — uri2 =0 v knut 7
—uri2 — 213 =0 h knut 8

Detta blir med matrisbeteckningar Ax = b med

o -1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 1 0 0 0O 0 0O 0 0 0 0 0 8
~« 0 0 1 w 0 0 0 0 0 0 0 0 0
~« 0 -1 0 -« 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0
A=| 0 0 0 0 —u -1 0 0 w 1 0 0 0|,b=]0
0O 0 0 0 w 0 1 0 w 0 0 0 0 10
o 0 0 0 0 0O 0 0 0 -1 0 0 1 0
o 0 0 0 0 0O 0 0 0 0 1 0 0 12
o 0 0 0 0 0 0 -1 —u 0 0 u 0 0
o 0 0 0 0 0 0 0 —u 0 -1 —u 0 0

. 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —u -1 L0 ]

Vi matar in de nollskilda elementen med motsvarande rad- och kolonnindex

>> u=1/sqrt(2);

> rad=[ 112 333 4 4 4 55 6 7 77 7888 9 910 11 11 11 12 12 12 13 13 1;
> kol=[ 263 145 1 3 5 48 7 5 6910579101311 8 912 9 11 12 12 13 ];
> ele=s[-111-ulu-u-1-u-11-1-u-1u 1ulu-1 1 1-1-u u-u-1-u-u-117;

Vi bildar den glesa matrisen A, hogerledsvektorn b och beréknar 16sningen enligt

>> A=sparse(rad,kol,ele);
>>b=[080000010 0 12 0 0 0]7;
>> x=A\b
x =
-19.7990
14.0000
8.0000
-20.0000
8.4853
14.0000
0
-20.0000
5.6569
16.0000
12.0000
-22.6274
16.0000

Vi loser ekvationssystemet med kommandot x=A\b eftersom matrisen A &r kvadratisk och vi vet

att vi har en entydig 16sning. Da matrisen &r lagrad som en gles matris kommer MATLAB berikna
16sningen till systemet med metoder som utnyttjar gleshetsstrukturen pa ett mycket effektivt séitt.
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Med spy (A) ser vi att bara 30 av de 169 elementen i matrisen &r skilda fran noll.

0 0
° ° L) ° °
2 2 ) o000 00
°
4 4 ° o0 ° °
° ° o0 ° °
6 ) 6 ° o0 0000
° ° °
8 ° 8 ° o0 ° °
° ° ° o0 ° °
10 ) 10 ) o0 oo 0
° ° °
12 o0 12 ° o0 ° °
o0 ° o0 ° °
14 14
0 10 0 5 10
nz =30 nz =103

Vi gor spy (inv (A)) och ser att inversen A~ iir en néistan fylld matris, detta ir typiskt for inversen
till glesa matriser. Detta dr ett av skélen att man inte skall bilda inverser och multiplicera med
dem, utan istéllet direkt 16sa med lamplig metod.

Vid lite mer komplicerade tekniska tillimpningar dr 1000-tals eller 10000-tals obekanta inget
ovanligt.

Bandmatriser

Linjéra ekvationssystem fran tekniska tillampningar har ofta en matris med diagonaler av noll-
skilda element, en s.k. bandmatris. En sadan matris kan man bilda med sparse men enklare och
mer effektivt ar att anvéinda funktionen spdiags.

Som exempel pa en tillimpning dér spdiags dr lamplig att anvénda tar vi: Stationdr virmeledning
i en isolerad stav med en virmekalla

0 L

Temperaturen u(z) beskrivs av ett randvérdesproblem for andra ordningens differentialekvation

{ —cu'(z) = f(x), 0<x <L
u(0) = go, w(L) = gr

dar go och gy, ar temperaturen i stavens dndpunkter, ¢ dr stavens termiska diffusivitet och f(x)
ar varmekéllan.

Infor en indelning x; = ih, i =0,1,--- ;n+ 1 av intervallet 0 < x < L, med h = nLH

Om vi i differentialekvationen ersitter u”(z;) med differenskvoten

w(wivr) — 2u(x;) + u(x;_q)
12

i de inre punkterna z;,7 = 1,--- ,n, far vi
—U(SL’Z'JA) —+ QU(IZ) — U(.Tz;l) = th(SL’Z') 7 = 1, 27 RN )

¢

Dessa linjéara ekvationer ger sambandet mellan temperaturer pa olika stillen pa staven.

11



Later vi u; beteckna approximationer av u(x;) och utnyttjar randvillkoren u(0) = go, u(L) = gr,
kan vi med matriser skriva detta Au = b dér

2 —1 i I Uy | [ h—jf(%) + 9o |
-1 2 -1 s B2 f ()
A= el , u= : , b= :
12 e, )
L —1 2 J [ Un L h_jf@n) + gL |

Matrisen A ar en bandmatris (den kallas ocksa en tridiagonal matris) och vi bildar den med
spdiags.

Vi bildar forst en vektorer fylld med 1:or, ddrefter placerar vi in denna vektor (multiplicerad med
2 respektive -1) som diagonaler med spdiags enligt

>> n=30; ett=ones(n,1);
>> A=spdiags([-ett 2*ett -ett],[-1 0 1],n,n);

Diagonalerna sitts ihop som kolonner i en matris med [-ett 2*ett -ett], de maste darfor vara
lika langa. Kolonnerna placeras som diagonaler i ordningen som ges av vektorn [-1 0 1] och det
hela skall bli en n X n-matris, dédrav n,n allra sist.

Nér vi har bildat hogerledsvektorn b 16ser vi med backslash (\). Néar matrisen ar lagrad som gles
matris kinner MATLAB av att det och 16sningen av ekvationssystemet gors effektivt med metoder
som tar vara pa gleshetsstrukturen.

Uppgift 7. Lat ¢ = 2, L = 1, g9 = 40, g, = 60 samt f(x) = 200 exp(—(z — %)2) Los
varmeledningsproblemet och rita upp losningen. Tag n = 30.

Var viarmeledningsekvation ér ett specialfall av linjdra randvérdesproblem, dvs. problem som kan
skrivas

{ u'(z) + a(z)u' (z) + b(z)u(z) = f(z), 2, <z <z
u(zy) = Ug, u(xy) = uy

Ar a(z) och b(x) konstanta, sa sag vi férra lisperioden hur vi kan férsoka rikna fram en formel
for 16sningen. Om a(z) och b(z) inte konstanta sa gar det vanligtvis inte. Metoden att ersitta
derivator med differenskvoter for att berdkna en numerisk 16sning fungerar daremot alltid for
dessa allmédnnare problem.
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