CTH/GU LABORATION 4 MVEA480 - 2022/2023
Matematiska vetenskaper

Minsta-kvadratmetoden

1 Inledning

Ett ofta forekommande problem inom teknik och vetenskap dr modellering av data, dvs. att koppla
samman métdata med en formel eller kurva som man vill verifiera eller bygga upp.

Som exempel tar vi det klassiska problemet att anpassa en rét linje y = a + b -t till givna métdata
(ti,yi), i =1,--+ ,n. Hur skall vi vélja a och b7 Vi kan ju inte fa den rita linjen att ga igenom mer
an hogst tva punkter. Problemet vi skall 16sa ar foljande 6verbestémda ekvationssystem
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déir a och b ar de obekanta. Pa matrisform detta skrivas,
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Grundidén i minsta-kvadratmetoden &r att projicera vektorn y ortogonalt pa kolonnrummet for
matrisen A (Col(A)) och sedan 16sa ekvationen Ax = p dér p ar projektionen. Pa sa vis far vi en
16sning x dér avstandet ||Ax —y|| dr det minsta mojliga och viljer vi nu a = 2y, b = %5 sa har vi
minimerat summan av kvadraterna pa avvikelserna:

n
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Losningen x till problemet Ax = p ovan siges vara minsta-kvadratlosningen till det ursprungliga
ekvationssystemet Ax = y. Vi finner den genom att l6sa den sa kallade normalekvationen

ATAx=ATy

(Notera att vi inte behdver bestdimma projektionen p for att bestdmma x.)

Det kvadratiska medelfelet, den genomsnittliga avvikelsen, ges av

e = |A%—y|/vA

dar n ar antalet matdata.



Lat oss nu bestdmma den réta linje som i minsta-kvadratmening &r bést anpassad till foljande

data:
t| -1 0 12 3 4 6 7

y‘-0.75 03 3 4 56 7 64 84

Da ar
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I MATLAB l6ser vi normalekvationen med backslash-kommandot \ enligt

och normalekvationen ar

>> td=[-10123467]; % t-data

>> yd=[-0.75 0.3 34 5.6 7 6.4 8.4]”; 9% y-data

>> A=[ones(size(td)) td]; % Designmatrisen

>> x=A\yd; a=x(1); b=x(2); % Minsta-kvadratldésningen
>> n=length(td); % Antalet mdtdata

>> e=norm(A*x-yd)/sqrt(n); % Kvadratiska medelfelet

Vi kan nu rita upp féljande figur
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Vi minimerar summan av kvadraterna pa de lodréita striackorna.

Uppgift 1. Antag att variablerna t och y uppfyller sambandet y = a + b - t. For att betdmma
koefficienterna a och b utfor vi méatningar av t och y:

t| 5 6 7 8 9 10
y | 19.5888 23.4043 255754 20.1231 31.9575 35.8116

(a). Los normalekvationen med minsta-kvadratmetoden i MATLAB. Bestdm ocksa kvadratiska
medelfelet.

(b). Rita upp datapunkterna (¢;,y;) och den anpassade funktionen y = a + b -t i samma figur.



2 Allméin formulering

Harnast skall vi bestamma den kurva

y=ci- fi(t) + o folt) +- -+ firlt)

dar fi, fo, ---, fr ar kinda funktioner, som i minsta-kvadratmening &r bést anpassad till givna
métdata

tt by oty
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Matrisformuleringen av det ¢verbestdmda ekvationssystem vi intresserar oss for ges av
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Precis som tidigare finner vi minsta-kvadratlosningen genom att l6sa normalekvationen.

Lat oss aterga till vart forsta exempel ovan och istéllet anpassa ett andragradspolynom,
y=oc1+cy-t+co-t?
till givna méatpunkter. Har &r
A) =1, folt) =t, fat) =1

och designmatrisen A och minsta-kvadratlosningen skapas i MATLAB pa liknande sétt som tidigare

>> td=[-1 012346 7]; % t-data

>> yd=[-0.75 0.3 34 5.6 7 6.4 8.4]”; % y-data

>> A=[ones(size(td)) td td."2]; % Designmatrisen

>> x=A\yd; % Minsta-kvadratldésningen
>> n=length(td); % Antalet mdtdata

>> e=norm(A*x-yd)/sqrt(n); % Kvadratiska medelfelet

Vi kan nu rita figuren
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Vi minimerar summan av kvadraterna pa de lodrata striackorna.



Uppgift 2. Tabellen nedan visar medeltemperaturen under tidsperioden 1961-1990 for arets tolv
manader i Goéteborg.

Ménad | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Temp °C [-09 -09 2.0 60 11.6 155 16.6 162 128 9.1 44 10

Eftersom detta ar ett periodiskt forlopp skall vi anpassa foljande modell till métdata:
y(t) = ¢1 + cosin(wt) + c3 cos(wt)

fit) =1, faot) = sin(wt), f3(t) = cos(wt)

Valj ett lampligt varde pa w (tdnk pa periodlingder) och bestdm c1,co och ¢3 med minsta-
kvadratmetoden. Bestdm ocksa kvadratiska medelfelet. Rita grafen av funktionen y(t) och rita
ut méatdata i samma bild sa att man kan se om modellen ansluter vl till métdata.

Har ar



