CTH/GU LABORATION 3 MVE500 - 2022/2023
Matematiska vetenskaper

Newtons metod

1 Inledning

Vi skall 16sa system av icke-linjéra ekvationer. Som exempel kan vi ta,

7 (1+23)—1=0
o (1+23)—2=0

som &r ett system av tva ekvationer i tva obekanta. Om vi infér de tva funktionerna

fl(l‘l,l‘g) = (1 + l’%) —1
fala1, 22) = 22 (1 + 27) — 2

kan ekvationssystemet skrivas

{ fi(zy,22) =0
fo(w1,m2) =0

Med vektorbeteckningar f = (f1, f2), © = (21, 23), och 0 = (0,0), ser vi att f: R? — R? och vi
kan skriva ekvationerna pa den kompakta formen

f(x) =0.

Vi skall anvinda Newtons metod for att 16sa sadana ekvationer. Men vi borjar med att rita upp
noll-nivakurvorna till f; respektive f.
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Vi ser losningen till f(x) = 0 som den punkt dér noll-nivakurvorna till f; och fy skir varandra.

En forsta approximation av 16sningen kan vi ldsa av i grafiken for att sedan forbattra denna med
Newtons metod. Vi skall beskriva Newtons metod, men forst skall vi se hur vi ritar noll-nivakurvor.



Vi borjar med att beskriva de tva komponentfunktionerna f; och fo. For att vi skall kunna
berdkna dessa med matriser av xi- och zo-véirden later vi dem bero av tva separata variabler.

>> f1=0(x1,x2)x1.*x(1+x2.72)-1;
>> £2=0(x1,x2)x2.*x(1+x1.72)-2;

Nu kan vi anvidnda contour pa ett enkelt sitt. Eftersom contour kan ges antal nivaer eller en
vektor med nivavidrden maste vi ge vektorn [0 0], ger vi bara 0 tolkas det som ingen niva.

>> x1=linspace(-1,3,30); x2=linspace(-1,3,30);
>> [X1,X2]=meshgrid(x1,x2);

>> Z1=f1(X1,X2); Z2=f2(X1,X2);

>> contour(x1,x2,Z1,[0 0],’g’)

>> hold on

>> contour(x1,x2,Z2,[0 0],’b’)

>> grid on

Koden ovan ger bilden pa forra sidan. Nar vi skall anvinda Newtons metod vill vi beskriva
problemet med den vektorvirda funktionen f och med vektorn x som variabel. Med koden

>> f=0(x) [f1(x(1),x(2))
f2(x(1),x(2))];

bildar vi denna funktion. Lagg mérke till hur vi anvinder komponentfunktionerna f; och f, samt
hur vi plockar ut z;- och xs-vérdena ur vektorn . Med [...] ser vi till att f blir en vektor.

2 Newtons metod

Lat f: R — R vara en deriverbar funktion. Vi skall 16sa ekvationen f(z) = 0 med Newtons
metod. Det héir gjorde vi i envariabelanalysen sa detta blir lite repetition.

Antag att vi har en approximativ 16sning x; och vi vill hitta en béattre approximation ;. Vi
bildar linjériseringen av f i xy:

L(z) = f(zx) + f'(zr)(x — @)
och loser L(z) = 0 istéllet for f(z) = 0.
fe) + fi(we)(z —2p) = 0 (1)

Losningen far bli ndsta approximation:

Lh+1 = Tk — flow)
' f'(@)
Detta dr Newtons metod. Geometriskt betyder (1) att vi foljer tangenten och hittar xp,; dér

denna skar z-axeln.

Som avbrottsvillkor for iterationen tar vi
|xpy1 — x| < tol

Det betyder att vi accepterar x;,; om &ndringen i sista iteration &r mindre &n toleransen tol. Vi
tillater maximalt k., iterationer (k.. = 10 ar rimligt).



Som ett litet exempel tar vi f(z) = cos(z) —x och vi skall 16sa f(z) = 0. En graf (rita den gérna)
visar att vi har ett nollstélle och vi tar o = 1 som startapproximation.

>> f=0(x)cos(x)-x; Df=0(x)-sin(x)-1;
>> x=1,;
>> kmax=10; tol=0.5e-8;
>> for k=1:kmax
h=-f (x) /Df (x) ;
x=x+h;
disp([x h])
if abs(h)<tol, break, end
end

0.750363867840244 -0.249636132159756
0.739112890911362 -0.011250976928882
0.739085133385284 -0.000027757526078
0.739085133215161 -0.000000000170123

System av ekvationer

Nu ér det dags for system av n ekvationer i n obekanta

fl(.’lfl,...,.rn) =0

fn(ﬂfl, . ,.’En) =0

Om vi later

Ty J1 0
sa har vi f:R"™ — R", och vi kan skriva systemet pa formen
f@) =o.

Antag att vi har en approximativ 16sning a; och vi vill hitta en béttre approximation ag,;. Vi
bildar linjariseringen av f i xy:

L(x) = f(xr) + D f () (x — @) = 0.
och 16ser L(x) = 0 istallet for f(x) = 0.
Om vi later h =  — xy sa kan L(x) = 0 skrivas som ekvationen

Detta &r ett linjéart ekvationssystem, Jacobimatrisen D f(x)) &r en n X n-matris, som vi 1oser
med avseende pa h. Nu bildar vi ndsta approximation av 16sningen till f(x) = 0:

Tpp1 =z + h.



Som avbrottsvillkor for iterationen tar vi
||Zrs1 — || < tol

Vi avbryter nér vi har tillrdcklig noggrannhet och vi tillater maximalt k4, iterationer (k,q, = 10
ar rimligt).

Nu ser vi ater pa exemplet fran inledningen. Vi har alltsa

ro=|natd e | Pre= [y

och skall 16sa f(x) = 0. Vi har ju redan beskrivit funktionen och dess komponenter. Nu maste
vi dven beskriva Jacobimatrisen

2[L‘1l‘2
1+ 23|’

>> Df=0(x) [1+x(2) "2 2*x(1)*x(2)
2xx (1) *x(2) 1+x(1)°2];

Fran bilden med noll-nivakurvorna ser vi att o = (0.25,2) nog &r en bra startapproximation av
nollstéllet och vi bestammer det noggrant med Newtons metod enligt

>> x=[0.25;2];
>> kmax=10; to0l=0.5e-8;
>> for k=1:kmax
h=-Df (x) \f (x) ;
x=x+h;
disp([x’ norm(h)])
if norm(h)<tol, break, end
end

0.217391304347826
0.214829670172721
0.214829232694196
0.214829232680284

1.913043478260870
1.911781803315968
1.911768811990568
1.911768811998807

0.092869605927364
0.002855484777347
0.000012998689285
0.000000000016168

Vi ritar ut nollstallet med en liten rod ring med plot (x(1),x(2),’ro’) sa vi ser att det ar ratt
nollstalle vi har bestamt.

Uppgift 1. Lat f(x) = (23 + 22 — 1, exp(x129) + 21 + 25 — 2). Lis ekvationssystemet f(x) = 0.
Rita upp noll-nivakurvorna till f; och f, for att se var ungefér 16sningarna (skdrningspunkterna)
ligger. Hur manga l6sningar finns det? Lis av i grafiken en forsta approximation av en losning
for att sedan forbéattra denna med Newtons metod. Rita ut 16sningen med en liten ring. Upprepa
tills du berdknat alla losningar till systemet.

Uppgift 2. Skriv en egen funktion for att 16sa ekvationssystem med Newtons metod. Bygg girna
vidare pa min_newton fran kursen i berdkningsmatematik i ak 1. Anvénd sedan din funktion for
att 16sa ekvationssystemet f(x) = 0, diar f(x) = (sin(z;) — 29, 1 — cos(xz)).

Newtons metod utnyttjar funktions- och derivatavirden for att lokalt med linjérisering approx-
imera den funktion vi soker nollstélle till. Varje ny approximation ger en béttre bestdmning av
nollstéllet. Det finns dock en svag punkt, en linjarisering &r inte alltid en bra approximation i



ett stort omrade. Vi maste darfor alltid ge Newtons metod en bra forsta gissning av nollstéllet.
Men det &r inget storre problem om vi har tva ekvationer i tva obekanta for da kan vi rita
noll-nivakurvor for att far grepp om hur manga nollstdllen det finns, var ungefar de ligger och
vilka som dr av intresse for oss. Har vi fler obekanta (och fler ekvationer) far vi med kunskap om
tillampningen soka startapproximationer.

3 Ekvationslé6sning i MATLAB

I MATLAB OPTIMIZATION TOOLBOX finner vi fsolve som anvédnder en modifierad version av
Newtons metod. Derivatan av funktionen (som vi soker nollstélle till) approximeras i programmet
sa vi behover inte ge den. For en sista gang ser vi pa exemplet fran inledningen. Vi har alltsa

o= i e

och i MATLAB l6ser vi med (samma startapproximation som tidigare)

>> £f=0(x) [x(1)*(1+x(2)"2)-1
x(2)*x(1+x(1)"2)-2];
>> x0=[0.25;2];
>> x=fsolve(f,x0)
x =
0.214829232694215
1.911768811990538

Uppgift 3. Lat f(x) = (sin(x;) — 29, 21 — cos(zz)). Los ekvationssystemet f(x) = 0. Rita upp
noll-nivakurvorna till f; och fy for att se var ungefiar losningarna ligger. Hur manga l6sningar
finns det? Lés av en forsta approximation av en 16sning och forbéttra den sedan med fsolve. Rita
ut l6sningen med en liten ring. Upprepa tills du berdknat alla losningar till systemet. Anvind
ginput for att ldsa av startapproximation i grafiken.



