CTH/GU LABORATION 5 MVE500 - 2022/2023
Matematiska vetenskaper

Varmeledningsekvationen

1 Inledning

Vi skall se pa numerisk 16sning av en partiell differentialekvation som beskriver virmeledning i
en stav. For det stationéra problemet kommer vi anvianda differensapproximationer vilket ger ett
linjart ekvationssystem, som vi sedan l6ser. For det tidsberoende problemet kommer vi anvinda
den s.k. linjemetoden som leder till system av ordinéra differentialekvationer, som vi sedan léser
med en ODE-16sare.

Vi skall ndrmare bestdmt se pa viarmeledning i en ldngs mantelytan isolerad stav med en inre
varmekilla
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Vid stationért tillstand ges temperaturen u(z) som lésningen till foljande randvardesproblem for
ordinéra differentialekvation

{ —cu" = f, 0<x<L
u(0) = go, u(L) = g
dar go och gy, ar temperaturen i stavens dndpunkter, ¢ ar stavens termiska diffusivitet och f(z)

ar en varmekalla.

Vi skall ocksa se pa hur temperaturen hos staven forandras med tiden, vilket beskrivs av foljande
partiella differentialekvation med bade rand- och begynnelsevillkor

wy=cuy, +f, 0<ax<L t>0

u(0,1) = go, u(L,t) = gu. 1 >0
u(#,0) = tpeg(7), 0 < < L

Hér &r wpey(z) begynnelsetemperaturen i staven och vi kommer se hur temperaturen w(z,t) ut-
vecklas mot det stationéra tillstandet.

2 Stationart problem

Vi borjar med att se pa stationért tillstand. Da har vi bara en variabel, rumsvariabeln x, och
temperaturen u(x) beskrivs av foljande randvérdesproblem for andra ordningens differentialekva-

tion
{ —cu'(z) = f(x), 0 <z <L
u(0) = go, u(L) = gr
dar go och g, ar temperaturen i stavens dndpunkter, ¢ ar stavens termiska diffusivitet och f(z)

ar varmekallan.

Infér en indelning x; =th, 2 =0,1,--- ,n+ 1 av intervallet 0 < x < L, med h = nLJrl



Om vi i differentialekvationen ersitter u”(z;) med differenskvoten (se separat text)

w(wipr) — 2u(x;) + u(z;—q)
12

i de inre punkterna z;,¢ =1, -+, n, far vi

—u(xisq) + 2u(ry) —u(ziy) =L f(x) i=1,2,---,n

R
Dessa linjara ekvationer ger sambandet mellan temperaturer pa olika stillen pa staven.

Later vi u; beteckna approximationer av u(x;) och utnyttjar randvillkoren u(0) = go, u(L) = g,
kan vi med matriser skriva detta Au = b dér

9 —1 ] [ w ] [ f (@) g0 ]
-1 2 -1 Us B2 f (@)
A= SN Lu=| 1 |, b= z
12  f(r, 1)
i -1 2] [ Un | 2 f () + g1

Matrisen A ar en bandmatris (den kallas ocksa for en tridiagonal matris) och vi bildar den
med spdiags. Vi bildar forst en vektor fylld med 1:or, dérefter placerar vi in denna vektor
(multiplicerad med 2 respektive -1) som diagonaler med spdiags enligt

>> n=30; ett=ones(n,1);
>> A=spdiags([-ett 2*ett -ett],[-1 0 1],n,n);

Diagonalerna sétts ihop som kolonner i en matris med [-ett 2xett -ett], de maste darfor vara
lika langa. Kolonnerna placeras som diagonaler i ordningen som ges av vektorn [-1 0 1] och det
hela skall bli en n X n-matris, ddrav n,n allra sist.

Nér vi har bildat hogerledsvektorn b 16ser vi med backslash (\). Nar matrisen &r lagrad som gles
matris kiinner MATLAB av att det och 16sningen av ekvationssystemet gors effektivt med metoder
som tar vara pa gleshetsstrukturen. Vi kompletterar 16sningen med randvillkoren och ritar upp
den.

Uppgift 1. Lat ¢ = 2, L = 1, go = 40, g, = 60 samt f(x) = 200 exp(—(x — %)2) Los det
stationdra varmeledningsproblemet och rita upp losningen. Tag n = 30.

3 Tidsberoende problem

Vi ser pa den tidsberoende viarmeledningsekvationen med rand- och begynnelsevéirden

Pa samma sitt som for stationéra problemet infér vi en indelning av intervallet 0 < 2z < L och
ersitter v/, med differensapproximationer.



Later vi u;(t) beteckna approximationer av u(x;,t) far vi foljande begynnelsevirdesproblem for
ODE-system

uo(t) = go, Un1(t) =g, 0<t <T
i (0) = Upeg(2;), i =1,---,n

eller med matrisbeteckningar

U'(t)=FtU), 0<t<T
{ U<O) =U,

diar F(t,U) = —5AU(t) + b(1).
Hér d&r A samma matris som i stationidra fallet (ddrav minustecknet framfér ;5 AU (t)) och

uq (1) 7290 + f(z1) Upeg (1)
us(t) f(x2) Upeg(T2)
U(t) = : b(t) = : Uy = :
Un—1(t) f(n-1) Upeg(Tn—1)
| un(t) | | zgr + f(2n) | | Ubeg(n)

Vi loser begynnelsevirdesproblemet med en ODE-losare och ritar upp l6sningar pa lampligt sétt.

Uppgift 2. Lat ¢ = 2, L = 1, go = 40, g, = 60 samt f(z) = 200 exp(—(z — %)2) Tag tidsin-
tervallet 0 <t < 0.7 och begynnelsetemperaturen ue,(z) = 5. Anvénd linjemetoden. Lés ODE-
systemet med ode45 och gor en visualisering av tidstérloppet med contourf och surf. Tagn = 30.

Jamfor med 16sningen till stationéra problemet. Kommer vi se hur temperaturen u(z, t) utvecklas
mot det stationéra tillstandet?



