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Matematiska vetenskaper

Dubbelintegralen
Analys och Linjar Algebra, del C, K1/Kf1/Bt1

1 Inledning

Vi skall borja med att approximera dubbelintegralen av en funktion 6ver ett enkelt rektangulért
omrade

b pd
/ f(z,y) dz dy.
Sedan skall vi se hur vi kan klara av allmédnnare omraden.

Enkelintegraler approximerade vi redan i ALA-B och vi skall fér dubbelintegraler anvéinda samma
typ av approximationer. Da beskrev vi vénster och hoger rektangelregel, mittpunktsregeln och
trapetsregeln. Samtliga dessa metoder for enkelintegralen kan generaliseras till multipelintegraler,
men vi kommer noja oss med att titta pa dubbelintegraler.

2 Rektangelregeln

I en studio-6vning i ALA-B betraktade vi enkelintegralen 6ver ett intervall

/abf(:c) dx

Vi gjorde en likformig indelning av intervallet a < x < b enligt

Aa=20<T1<Ty < - < Tp1<Tp=>

sa att vi fick n lika langa delintervall z;_; < x < x; med samma bredd h = b’T“

Vi approximerade f(z) med f(x;_1) i intervallen z; y <z < z; och fick vdnster rektangelregel

/ f(z)de = Z mf(a:) dzr ~ Z hf(xi1)
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Nu skall vi upprepa samma resonemang fér dubbelintegralen

/a b / fay) dedy

Forutom indelning av intervallet a < x < b, gor vi nu dven en likformig indelning av intervallet
c <y < d enligt

c=yYo <Y1 <Y< <Yn-1<Ym=4d
sa att vi far m lika langa delintervall y;_; <y < y; med samma bredd £k = %.

Vi far ddrmed en indelning av omradet a < x < b, ¢ < y < d i nm stycken likformiga sma
rektanglar som har arean hk var och en.

Om vi approximerar f(z,y) med f(x;_1,y;—1) pa omradet =, <z < x;, y;_1 <y < y;, far vi
vanster rektangelregel for dubbelintegralen

/:/cdﬂ:c,y)dxdy:iié "t y) da dy

i=1 j=1 Y%i-1JYj-1

Y > hk fria,y)
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Vi approximerar varje liten delintegral med volymen av ett rédtblock vars bas har arean hk och
som har hojden f(x;_1,y;—1) och sedan summerar vi alla bidragen.
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Om vi istéllet approximerar f(z,y) med f(z;,y;) far vi hoger rektangelregel for dubbel-

integralen
b pd n o m
//f(x,y)dfvdyzzz:/ [z, y) dz dy

i=1 j=1 YTi-1YYj-1

~ ZZ hk f(xi,y;)

i=1 j=1

Z; Yj

Slutligen sa far vi ett betydligt noggrannare resultat med mittpunktsregeln, dir vi berdknar
héjden mittpunkten i varje delrektangel, och trapetsregeln som vi far genom att ta medelvirdet
av hojderna (funktionsvirdena) i alla fyra hornpunkterna i varje delrektangel.



Uppgift 1. Berdkna i MATLAB en approximation av enkelintegralen

1
/ x sin(z) dx
0

med vénster och hoger rektangelregel samt trapetsregeln. Anvéand funktionen sum i MATLAB for
att fa en enklare kod an om man anvander for-satser.

Uppgift 2. Berdkna nu i MATLAB en approximation av dubbelintegralen

1 pm/2
/ / y sin(y + zy) dx dy
0J—m/2

med vénster och hoger rektangelregel samt trapetsregeln. Alla elementen i en matris summeras
genom att man tar sum av sum. Jimfor deras noggrannhet genom att rikna ut det exakta vérdet
av dubbelintegralen for hand.

3 Kvadraturprogram i MATLAB
I MATLAB finns quad och quadl for berdkning av enkelintegraler samt dblquad for berdkning av
dubbelintegraler. Det finns ocksa en funktion triplequad for berikning av trippelintegraler.

Vill vi t.ex. integrerar funktionen f(x,y) = y sin(z) + = cos(y) 6ver omradet 7 < x < 27, 0 <
y < 7 sa gor vi det med

>> g=dblquad(@(x,y)y.*sin(x)+x.*cos(y),pi,2*pi,0,pi)
For att slippa problem, ta for vana att beskriva integranden som om du skulle rita dess funk-
tionsyta. Dvs. tdnk pa x och y som matriser och anvéind komponentvisa operationer.

Skall vi berikna en integral over ett mer allmidnt omrade &n a < z < b, ¢ < y < d, kan vi séitta
funktionen till noll utanfér det aktuella omradet och beridkna integralen o6ver ett rektangulirt
omrade, som innesluter det givna omradet.

Sag att vi skall berdkna
// V2 — (2 +y?)dedy
1.2+y2§7.2

dvs. volymen innanfoér en halvsfar med radien r. Da kan vi istédllet berikna

/ / r? — (22 +y?) p(x,y) dx dy

diir p(z,y) dr 1 da 2? + y* < r? och 0 annars. Sa hér skulle vi kunna géra i MATLAB:

>> r=3;

>> £=0(x,y)sqrt(r"2-(x."2+y."2));

>> rho=0(x,y)x. 2+y. 2<=r"2;

>> g=dblquad(@(x,y)f(x,y).*rho(x,y),-r,r,-r,r)

Hir far rho(x,y) viirdet 1 (sant) da (x,y) tillhér méngden x? + y? < 7?2 och annars virdet 0

(falskt). Jamfor girna med exakt virde 2mr®.



Uppgift 3. Vi skall berikna integralen

2,1
/ / xe® dr dy
0 Jo

Rita forst funktionsytan till integranden &ver aktuellt omrade. Anvénd sedan dblquad for att
beriikna integralen. Jaimfor gérna med exakt viarde som du i sa fall réknar ut for hand och jamfor
giarna med vad rektangel- och trapetsreglerna ger.

Uppgift 4. Vi skall se pa integralen (Exempel 4, Adams 14.2)

//D(a—:c+y)d:cdy

dir D = {(z,y)|0<y <a-— % }. Léas exemplet i boken och berékna integralen med dblquad
med lampligt val av p(z,y). Jamfor med bokens exakta svar.

4 Redovisning

Denna vecka skall uppgifterna 1-4 redovisas for handledaren.



	Inledning
	Rektangelregeln
	Kvadraturprogram i Matlab
	Redovisning

