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Ordinéra differentialekvationer — fortsittning
Analys och Linjar Algebra, del B, K1/Kf1/Btl

1 Inledning

Vi skall se lite mer pa system av ordinéra differentialekvationer av typen

u'(t) = f(t,u(t))

Exempelvis skall vi se pa s.k. styva problem och metoder som &r lampliga fér sadana. Styva pro-
blem uppstar ofta i ekvationer som beskriver kemiska reaktioner. Avslutningsvis skall vi se hur
hogre ordningens differentialekvationer kan skrivas om som system av forsta ordningens ekvatio-
ner.

2  Allméant system av ODE

Vi skall 16sa m differentialekvationer med tillhérande begynnelsevirden

uy(t) = fi(t,ur(t), - um(t)), te€la,b], ui(a) = uq,

u, (6) = f(tur(t), -+ yum(t)), t € [a,b], um(a) = uanm.
Om vi infoér vektorerna

uy (1) Silt,ua(), - um(t)) Uq1
u(t) = : , ft,u) = : LU= |
um@) fm(t7 ul(t>7 e 7um(t>> Ugm,

sa kan begynnelsevirdesproblemet skrivas pa standardform

{u'<t> = f(t,u(t), telab],

u(a) = u,.

(1)

Hér sr f : R™TY — R™ den oftast icke-linjira funktion som beskriver differentialekvationen och
vektorn u, ger begynnelsevillkoret.

3 Nagra l6sningsmetoder

Vi ska nu beskriva hur man kan konstruera en 16sning w for varje kontinuerlig funktion f, dvs.
konstruera en unik 16sning till begynnelsevardesproblemet (1).



Vi har redan i en tidigare studio-6vning tittat pa Eulers framatmetod. Vi borjade med att dela
in intervallet [a,b] i N stycken delintervall av lingden h = (b — a)/N:

a:t0<t1<t2<---<t,~_1<ti<---<tN_1<tN:b,
ti:a+hi, h:(b—a)/N:tz—tZ,1

Vi berdknade sedan en approximativ 16sning enligt

U(to) = U,
U(tz) = U(tz_l) + hf(ti_l, U(tz_l))
Metoden kallas ezplicit darfor att i varje steg berdknar vi den nya kolonnvektorn U (¢;) som en
explicit funktion av ¢;_; och den forra kolonnvektorn U (¢;_1).
Vi kan istéllet anvinda Eulers bakatmetod
U(to) = U,
U(t;) = Ultiz) + hf (6, U(4)).
Denna metod &r implicit darfor att vi maste 16sa ut den nya vektorn U (¢;) ur ett icke-linjirt
ekvationssystem. Hur man I6ser sadana ekvationssystem kommer vi ldra oss i ALA-C.

Aven trapetsmetoden
U(to) = Ugq
h
U(t;) =Ul(ti1) + §(f<ti717 Ul(ti1)) + £, U(H))),

ar en implicit metod.

Implicita metoder &r, trots att de dr mer komplicerade att skriva program for och varje tidssteg
krdver mer berdkningar, mer effektiva pa en typ av begynnelseviardesproblem som kallas styva
problem.

Ett begynnelsevéirdesproblem kallas styvt om det beskriver forlopp eller processer vilka utspelas
under tidsintervall av mycket olika storleksordning. T.ex. inom kemisk reaktionsteknik ar styva
problem vanliga. Det finns firdiga program for sadana problem i MATLAB.

4 ODE-losare i MATLAB

MATLAB har flera program som loser ODE med samma anrop som min_ode utom att man inte
behover ange steget; det viljs adaptivt av programmet. Till exempel,

>> [t,U]l=o0ded5(f,I,ua)
>> [t,U]l=o0odelbs(f,I,ua)

Hér ar odelb5s avsedd for styva problem.

Som exempel tar vi: Robertsons ekvation (kemisk kinetik)

uy () = —0.04uy (t) + 10%uy (t)us(t), up(0) =1,
uh(t) = 0.04uy(t) — 10%us(t)us(t) — 3 - 107us(t)?, us(0) = 0,
uh(t) = 3+ 107uy(t)?, uz(0) =0,



dér uy =[A], uy =[B], ug =[C] ar koncentrationen av d&mnena A, B, C som reagerar enligt

A B (langsam)
B+B*W c+B (mycket snabbt)

B+C%AtC (snabbt)

Problemet blir styvt eftersom det har mycket olika tidsskalor.

Vi anvénder en vanlig losare ode45 och en styv losare odelb5s. Vi jamfor antal tidssteg och
berdkningstid, dvs. vilken effektivitet vi far.

ode45, ber.tid =1.2449 s, antal tidssteg = 29109
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Detta var ett renodlat kvalitativt exempel for att belysa vikten av att ha olika typer av losare av
differentialekvationer. Lite senare i denna studio-6vning finns en lite storre uppgift som handlar
om en konkret kemisk reaktion, dvs. ett kvantitativt exempel.

5 Forsta ordningens system

Vi ser pa ett exempel fran epidemiologi, namligen Kermack-McKendricks differentialekvationer

wy(t) = —cuq(t) us(t)
ub(t) = cuq (t) us(t) — dus(t)
ub(t) = dus(t)

som beskriver utvecklingen av en epidemi.

Har star uq(t), us(t), us(t) for antal mottagliga, smittade respektive bortforda. Parametrarna c
och d beskriver smittspridning- respektive bortférandegraden.

Vi tar ¢ = 1 och d = 5 samt begynnelsetillstandet u,(0) = 95, u3(0) = 5 och u3(0) = 0. Hur
utvecklas epidemin med tiden? Vi beskriver differentialekvationen med

function uprim=epidemi(t,u)
c=1; d=5;
uprim=[-c*xu(1)*u(2); c*xu(1)*u(2)-d*u(2); d*xu(2)];

beridknar och ritar 16sningen med

>> u0=[95;5;0];

>> [t,ul=oded45(Qepidemi, [0,1],u0);

>> plot(t,u)

>> title(’Epidemins utveckling med tiden’)

>> xlabel(’Tiden’)

>> ylabel(’Antal individer’)

>> legend(’Mottagliga’,’Smittade’,’Bortfdrda’)
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Vissa likheter med ett visst projekt?

Vid en tidigare studio-6vning betraktade vi en population av bytesdjur (kaniner) som lever till-
sammans med en population rovdjur (ravar). Vi lat u; (f) respektive uy(t) beteckna antalet kaniner



respektive rdvar vid tiden ¢. Som matematisk modell for populationernas utveckling anvénde vi
Volterra-Lotka-ekvationernas:

{ uy(t) = auy(t) — bui(t) us(t) (2)

uh(t) = —cug(t) + duy(t) us(t)

Med vektorbeteckningar far vi

{u’:f(t,u) 7u:{u1}7 f(t’u):{aul—bulug ] uO:{um] 3

’U,(O) = U U9 —C U + du1 U9 Up2

For att fa en lite béttre uppfattning av vilka egenskaper systemet (3) har sa skall vi titta ndrmare
pa hogerledet. Eftersom funktionen f = f(u) bara beror av w och inte av ¢, differentialekvationen
kallas da autonom, sa kan vi rita ett s.k. rikitningsfalt.

For varje initialvérde till (3) sa har vi en (okénd) 16sning w(t). Vi ténker oss ett nét av punkter.
[ varje punkt w ger v/(t) den riktning som en lésning genom den punkten gar at. Vi ritar en pil i
denna riktning. Da far vi ett riktningsfilt.

Genom att rita ut detta riktningsfalt far vi ungeférlig information om hur l6sningen w(t) till
ekvationen beter sig for samtliga mojliga startvirden. Vi kan alltsa skapa kurvan w(t) genom att
sitta pennan pa den startpunkt vi énskar och sedan folja pilarna.

Volterra—Lotka

Vi ritar nagra 16sningskurvor i riktningsfiltet med (funktionen volterra gjorde vi i en tidigare
studio-6vning)

>> ua=[11;1.5];
>> [t,U]=o0de45(@volterra, [0,80],ua);
>> plot(U(:,1),0(:,2),’g’,’LineWidth’,2)



>> hold on

>> ua=[9;1.5];

>> [t,U]=ode45(@volterra, [0,80],ua);

>> plot(U(:,1),U(:,2),’g’, LineWidth’,2)

>> hold off

Hur skall vi modifiera Volterra-Lotka-ekvationerna for att beskriva en 6verpopulation hos kani-
nerna. Hur paverkas fasportrattet. I ndsta lasperiod skall vi se hur man ritar riktningsfalt.

Uppgift 1. Vi skall se pa en typ av "Belousov-Zhabotinsky reaction” (se Atkins & Jones sid 636).
Det vi ser pa ar den kemiska klockan som &r ett nagot exotiska exempel pa ett periodiskt forlopp
i en kemin reaktion. Materialet bygger pa Field och Noyes, J. Chem. Phys. 60: 1877-1884 (1974).

For en blandning av

125 M H,S0,

0.0125 M KBrOs

0.001 M Ce(NH,)5(NO3)s
0.025 M  CH,(COOH),

hirleder Field och Noyes massbalanser for mellanprodukterna HBrO,, Br~ och Ce*™ med dimen-
sionslosa koncentrationer uq(t), us(t) respektive usz(t);

up(t) = s(ua(t) — wr(tua(t) + ur(t) — qua(t)?), w(0) =4
uh(t) = s Huz(t) — ua(t) — uy(t)ua(t)), uz(0) = 1.1
() = w(un(£) - us(), us(0) = 4

dér s = 77.27, ¢ = 8.375- 107% och w = 0.1610.

Integrerar man 6ver langa tidsperioder ser man att 16sningen ar periodisk med en periodléingden
pa ungefir 300 tidsenheter (48.3 sekunder).

Blandningen kommer att véxla farg. Forst kommer den vara klar, sedan vixlar den till gult, blir
klar igen, blir sedan ater gul, och sa vidare. Man kan tillsétta en indikator sa att fargvéixlingen
blir mellan blatt och rott.

Problemet &r styvt sa vi anviander den styva losaren odel5s i MATLAB. Beridkna och rita upp
16sningen under en period. Dérefter studerar ni det initiala férloppet genom att berékna och rita
upp losningen under de 5 forsta tidsenheterna. Rita ut logaritmerna av koncentrationerna, sa att
vi ser dven sma koncentrationer (1°log ges av 1log10 i MATLAB). Anvind xlabel, ylabel och
legend for att gora tydliga grafer.

6 Linjira system
En viktig speciell typ av system av differentialekvationer &r linjdra system

{ w(t) = Au(t), t€la,b], (4)

u(a) = u,.

Hér dr A en kvadratisk matris (n x n), dvs. f(t,u) = Aw dr en linjar funktion. Till skillnad
fran de flesta icke-linjdra system sa kan vi 16sa de linjéra analytiskt (dvs. exakt) med den s.k.
egenvardesmetoden, vi aterkommer till detta i ALA-C.



Som exempel pa ett linjért system tar vi

u' = Au Uy 0 1 Uo1
{u(O):uo’t_O’u [Ug:|7 [—1 0]’“0 [uOQ

Vi ritar nagra losningskurvor i riktningsfaltet

>> A=[0 1;-1 0]; f=0(t,u)Ax*u;

>> r=1; u0=[0;r];

>> [t,U]=o0de45(f, [0,10],u0);

>> plot(U(:,1),U(:,2),’g’, ’LineWidth’,2)
>> hold on

>> r=0.8; u0=[0;r];

>> [t,U]l=0de45(f, [0,10],u0);

>> plot(U(:,1),U(:,2),’g’, ’LineWidth’,2)

>> hold off

Runt i cirkel

7 Hogre ordningens differentialekvationer
Hogre ordningens differentialekvationer
u// — f(t, u’ ul)’ u/// — f(t, u’ u/’ u//)’ .

kan om vi later
up =u, ug =u, uz=u", ---

skrivas om som system av forsta ordningens ekvationer

u' = ft,u), dir w(t) = (ui(t), us(t), )



Systemet far lika manga ekvationer som ordningen pa ursprungliga ekvationen.

Som exempel tar vi en s.k. matematisk pendel. En masspunkt med massan m hénger i en viktlos
smal stav av langden /.
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Med beteckningarna i figuren och Newtons andra lag far vi rorelseekvationen
mlO(t) = —mgsin(A(t))
Vi vill bestdmma losningen for olika begynnelseutslag 0, dvs. 6(0) = 6, da vi slipper pendeln
fran vila, dvs. (0) = 0.
Om vi later o = 6, dvs. infor vinkelhastigheten, kan ekvationen skrivas
0= o, 0(0) = 6,
p =—¢sin(0), ¢(0)=0
For att komma till standardform later vi uy = 6 och uy = ¢ och far
Ull = U39, ul(O) = 90
uy = —%sin(u1), uz(0) =0

Nu har vi standardformen

S P R e e 1

Vi beskriver differentialekvationen i MATLAB med funktionen

function f=pendel(t,u,g,l)
f=[u(2)
-g/1*sin(u(1))];

Féljer 16sningskurvorna med ode45 for nagra olika begynnelseutslag och ritar en bild som visar
losningarna t — (¢, 0(t)) och det s.k. fasportrdttet t — (0(t),0(t)) for de olika begynnelseutslagen.

g=9.81; 1=0.1; theta0=[30:20:110]*pi/180;
C01=[)g) , b’ , ‘m’ s ’c? s zr;] ;
tspan=linspace(0,1,200);

for k=1:length(thetal)
u0=[theta0 (k) ;0] ;
[t,Ul=ode45(@(t,u)pendel(t,u,g,1l) ,tspan,ul);
subplot(1,2,1), plot(t,U(:,1),col(k)), hold on
subplot(1,2,2), plot(U(:,1),U(:,2),col(k)), hold on
end



subplot(1,2,1), hold off

xlabel (’$t$’, ’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12)

ylabel (’$\theta(t)$’,’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12),
subplot(1,2,2), hold off
xlabel(’$\theta(t)$’,’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12)
ylabel(’$\dot{\theta}(t)$’, ’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12)
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Fran figuren ser vi att periodléingden 6kar med ckande begynnelseutslag.

Uppgift 2. En ddmpad matematisk pendel beskrivs av

{ mlO(t) = —mgsin(A(t)) —clO(t), t>0
0(0) =6y, 6(0)=0

dédr ¢ dr dampningskonstanten. Los problemet for ¢ = 0.1, m = 0.1 och ¢ = 0.2 for samma
begynnelseutslagsvinklar som i exemplet ovan. Rita upp losningarna och fasportratten.

8 Redovisning

Denna vecka skall uppgift 1-2 redovisas fér handledaren.
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