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Matematiska vetenskaper

Grafritning — kurvor och ytor
Analys och Linjar Algebra, del C, K1/Kf1/Bt1

1 Inledning

En graf till en funktion i en variabel f: R — R &r méngden {(z,y) : y = f(x)}, dvs. en kurva i
planet. En graf till en funktion i tva variabler f: R? — R dr mingden {(x,y,2) : z = f(x,9)},
dvs. en yta i rummet, som kallas for funktionsyta.

Som exempel tar vi f(z,y) = x cos(2z)sin(y) 6ver omradet 0 <z <4, 0 <y < 4.

Ett annat siitt att askadliggéra en funktion i tva variabler f: R? — R &r att rita nivdkurvor, dvs.
méngderna {(z,y) : f(z,y) = ¢}, dér ¢ ar en konstant som anger nivan.

Som exempel tar vi f(z,y) = (322 — 1) sin(1 — zy) dver omradet —2 <z <3, -1 <y < 2.

Vi far en slags topografisk karta av funktionen om vi ser funktionsytan som ett landskap och da
blir nivan helt enkelt hojden 6ver havet.



En reellviird funktion i tre variabler f: R* — R kan vi inte rita en graf till. Det skulle vara en
tredimensionellt objekt i ett fyrdimensionellt rum. Motsvarigheten till nivakurvor blir nivaytor,
dvs. méngderna {(z,y, z) : f(x,y,z) = c} dér ¢ konstant. Dessa kan vi ddremot rita upp.

Lat oss som exempel ta funktionen f(z,y,z) = x? + y? + 2% i tre variabler. Nivaytorna blir da
sfarer {(z,y,2) : 2> + y* + 2% = ¢} med centrum i origo. Pa de yttre ytorna har vi skalat av
overdelen.

Vi skall ocksa se pa vektorviirda funktioner, dels parametrisering av kurvor i planet g : R — R?
och i rummet g : R — R3, dels parametrisering av ytor g : R? — R? i rummet.

Exempelvis en cirkel med radien 7 och centrum i (a,b) kan parametriseras av g : R — R? dér
g(t) = (x(t),y(t)) = (a+rcos(t), b+ rsin(t))
med 0 <t < 27.

Ett exempel pa en kurva i rummet dr den hér spiralen
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som kan parametriseras av g : R — R? diir

g(t) = (x(1),y(), 2(1)) = (t, cos(t), sin(t))

med 0 <t < 10m.



2 Kurvor i R? och R?

Vi har redan ritat kurvor i R? med kommandot plot, niir vi skall rita kurvor i R® kommer vi
anvinda kommandot plot3.

Exempelvis enhetscirkeln parametriserad av g : R — R? dér
g(t) = (2(t),y(t)) = (cos(t),sin(t)), 0 <t < 2w
ritar vi upp med

>> subplot(1,3,1)
>> t=linspace(0,2%pi);
>> plot(cos(t),sin(t))

Spiralen given av parametriseringen g : R — R3 dir
g(t) = (x(1),y(t), 2(1)) = (cos(t),sin(t), 1), 0 <t < 107
far vi med (nu anvénder vi plot3)

>> subplot(1,3,2)
>> t=linspace(0,10*pi);
>> plot3(cos(t),sin(t),t)

och den koniska spiralen given av
g(t) = (x(t),y(t), 2(t)) = (tcos(t), tsin(t), ), 0 <t <107
ritar vi med (ligg mérke till komponentvis multiplikation)

>> subplot(1,3,3)
>> plot3(t.*cos(t),t.*sin(t),t)
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Uppgift 1. Rita upp foljande kurvor i R?
(a). Asteroiden g(t) = (cos®(t),sin®(t)), 0 <t < 2w
(b). Cykloiden g(t) = (t —sin(t), 1 — cos(t)), 0 <t < 10w
Kurvan beskriver den viag en myra, som fastnat pa ett hjul, firdas néar hjulet rullar framat.

Snyggast ser kurvan ut om man ger kommandot axis equal.

Uppgift 2. Rita upp foljande kurvor i R? med plot3
(a). g(t) = (cos(10t),sin(30t),t), 0 <t <2rm
(b). g(t) = (cos®(10t),sin*(10t),t), 0 <t <27



3 Funktionsytor i R’

Vi ser pa funktionsytan, eller grafen, till funktionen f : R? — R dér
f(2,y) = v cos(2z) sin(y)
over omradet 0 <z <4 och 0 <y <4.
Den yta vi skall rita upp bestar av alla punkter (z,y, f(z,y)) i R* dir 0 <z <4och 0 <y < 4.
Resultatet far vi med kommandot surf, vilket &r motsvarigheten till plot da vi skall rita ytor.
>> x=linspace(0,4,30); y=linspace(0,4,30);
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);
>> Z=X.*cos(2*X) .*sin(Y);
>> surf(X,Y,Z)

>> grid on, box on
>> xlabel(’x’), ylabel(’y’), zlabel(’z = f(x,y)’)

Z = f(1'7y)
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Funktionen meshgrid far tva vektorer x och y, med z- och y-virden, som indata och ger tva
matriser X och Y som utdata. Dessa matriser dr uppbyggda sa att vi kan géra en matris Z med
alla f(z,y)-viarden pa en gang genom att skriva av var matematiska formel for f(z,y) bara vi
samtidigt ersétter x med X och y med Y. Vi maste dock ocksa ténka pa att anvinda komponentvisa

operationer rakt igenom.

Ritar vi en graf av en funktion i en variabel tar vi kanske nagra hundratal z-vérden. Nar vi ritar
en funktionsyta tar vi istdllet nagra tiotal z- respektive y-véirden.

Vi kan ocksa ldgga pa belysning, vélja mellan olika belysningsmodeller och vilja mellan olika
reflexionsmodeller (material).



>> shading inter % flat, interp, faceted
g Y Y

>> camlight right % left, right, headlight
>> lighting phong % none, flat, phong, gouraud
>> material shiny % shiny, dull, metal

Med kommandot surf (X,Y,Z,’facealpha’,0.7) far vi ytan lite genomskinlig, dir vérdet vi ger
facealpha avgor graden av genomskinlighet (0 for helt transparent och 1 for helt solid).

Uppgift 3. Rita funktionsytan till funktionen f : R? — R dér

fz,y) = —wye 2H0)

over omradet —2 <x <2, —2<y <2

Hur fungerar det?
Den yta vi skall rita bestar av alla punkter (z,y, f(z,vy)), dar Zmin < & < Zynax 0Ch Ymin < Y < Ymax-
Da vi skall rita ytan med surf krivs att vi bildar en m x n-matris Z med elementen
zij = f(j, i)
dar Tpin = 71 < 29 < -+ < Ty = Tmax OCh Ynin = Y1 < Yo < -+ < Ym = Ymax-

Léagg maérke till ordningen pa indexen, element z;; skall innehalla funktionsvardet for x = x; och
y = y;. Stigande z-vérden ladngs rader i Z, dvs. stigande kolonn-index, och stigande y-virden
langs kolonner i Z, dvs. stigande rad-index.



Vi gar igenom nagra alternativa losningar och vi ténker oss att vi i MATLAB redan skapat en
funktion f och koordinat-vektorer x och y med n respektive n element.

Alternativ 1. Vi bildar matrisen Z 1 MATLAB med

Z=zeros(m,n) ;
for i=1:m
for j=1:n
Z(1,j)=ftxG),y@));
end
end

Alternativ 2. I forsta alternativet fick halla reda pa var det skulle vara i respektive j. Med
funktionen meshgrid skapas tva matriser X och Y sa att X(i,j) har virdet x(j) och Y(4,j) har
vardet y (i), dvs. indexproblemet ar borta.

[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=zeros(m,n) ;
for i=1:m
for j=1:n
Z(1i,j)=f(X(1,7),YE,5));
end
end

Alternativ 3. Den allra smidigaste 16sningen far vi da vi later de néstlade repetitionssatserna
i tidigare alternativ erséttas av komponentvisa operationer. Dvs. var funktion f maste anvinda
komponetvisa operationer. Vi slipper dven initieringen av Z.

[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=f (X,Y);

Sa hér enkel blir uppgift 3 med det sista alternativet

>> x=linspace(-2,2,30);

>> y=linspace(-2,2,30);

>> £=0(x,y)-x.*y.*exp(-2%(x.72+y."2));
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> 7=f(X,Y);

>> surf(X,Y,Z)

Lamplig lasning om funktionsytor &r avsnitt 5.4 i Moore.

Polara koordinater

Ibland behover man byta variabler for att pa ett ldttare eller béttre sétt behandla ett problem.
Ett exempel pa variabel- eller koordinatbyte &r poldra koordinater

(=rmts

dér (z,y) # (0,0) samt r > 0 och 0 < ¢ < 27.
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Vill vi t.ex. rita grafen av f(z,y) = \/1 — 22 — y? 6ver omradet 22 +y* < 1, dvs. en halvsfir, och
anvander rektanguldra koordinater far vi den inte alltfor snygga figuren nedan till vinster men
anvinder vi poldra koordinater far vi den lite snyggare till hoger.

Rektangulara koordinater Polara koordinater
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>> subplot(1,2,1) /» Rektangulédra koordinater

>> x=linspace(-1,1,30); y=linspace(-1,1,30);

>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> U=1-X.72-Y.72;

>> U(£find (U<0))=0; % Sdtter negativa védrden till noll,

>> Z=sqrt(U); % sa& att vi kan ta roten ur utan problem
>> surf(X,Y,Z)

>> subplot(1,2,2) % Polara koordinater
>> r=linspace(0,1,30); t=linspace(0,2*pi,30);

>> [R,T]=meshgrid(r,t);

>> X=R.*cos(T); Y=R.x*sin(T);

>> Z=sqrt(1-R."2);

>> surf (X,Y,Z)

Uppgift 4. Rita upp de ytor som &r grafer till nedanstaende funktioner med surf:
(a). flx,y)=x+2y—2, (x,y)€[1,2] x [3,4]

(b). flz,y) =2 —v* (x,y) € [-2,2] x [-2,2]

(©). fla.y)=(1—y)"% (2,9) €[0,3] x [-1,1]



(d). f(z,y)=(9—22—y))2  (2,y) € {(z,y) 2 +y> <9}  (Anvind polira koordinater)

(e). f(z,y)=e VT (2,y) € {(z,y): 2> +y> < 4} (Anvind polédra koordinater)
Uppgift 5. Aterskapa figur 12.4 i Adams. Dvs. rita grafen for funktionen
6x
ey =ty

over ett lampligt omrade. Gor detta for bade rektangulédra och cirkuldra omraden.

4 Nivakurvor i R?

Istéllet for att rita upp funktionsytan &ar det ibland béttre att visualisera en funktion genom en
konturplot, det vill sédga rita tvadimensionella nivakurvor i planet.

Losningsméngden till ekvationen f(z,y) = ¢, dér ¢ dr en konstant, beskriver en (niva)kurva i xy-
planet. Genom att rita ut flera sadana kurvor for olika vérden pa c erhaller man en tvadimensionell
(topografisk) karta, med vilken man kan utlisa funktionsytans utseende.

Till exempel anvéinder vanliga orienteringskartor detta sétt for att beskriva olika hojder i naturen.
Tekniken anvinds ocksa for bland annat vaderkartor, dar isobarer och isotermer ar nivakurvor
for de funktioner som beskriver lufttryck respektive temperatur.

For att skapa en nivakurva i MATLAB sa anviander vi kommandot contour. Det dr ocksa mojligt
att rita bade yta och nivakurvor i samma graf med kommandot surfc. Lis mer i Moore avsnitt
5.4.

Som exempel ser vi pa funktionen vars niva-kurvor vi visade en bild av i inledningen
1
fle,y) = (32" =sin(l —ay), —2<w<3, —-1<y<?

Vi far bilden nedan med

>> x=linspace(-2,3,40); y=linspace(-1,2,40);
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> f=0(x,y) (0.3%x.72-1) .*sin(1-x.*y);

>> 7=f(X,Y);

>> contour(X,Y,Z,30)

Vi far ifyllda nivakurvor med contourf.
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Uppgift 6. Rita nivakurvor till funktionerna i uppgift 4. Ga in och redigera cellerna sa att ni
samtidigt ser bade funktionsytan och nivakurvorna. Anvénd subplot.

Uppgift 7. Betrakta funktionen
f(z,y) = 2° + 32y® — 152 + y* — 15y

Rita ytan over ett lampligt omrade samt skapa en konturplot. Rita nagra enstaka nivakurvor.

Uppgift 8. Lat
Sz, y) = wsin(y) + ycos(x) — xy
Nivakurvan f(z,y) = 0 delar in zy-planet i ett antal omraden. Forklara varfor funktionen f(z,y)

inte véxlar tecken inom var och en av omradena. I vilka av omradena ér f(z,y) >0 ?
Ledning: Rita nivakurvorna f(z,y) = ¢ for ¢ = 0, —0.2 respektive 0.2.

5 Nivaytor i R?

For att rita nivaytor anvénder vi isosurface. Vi tar exemplet fran inledningen, dvs. funktionen
f(x,y,2) = 2% +y*+ 2% i tre variabler. Nivaytorna blir da sfirer {(z,y,2) : 2* +y*+ 2% = ¢} och
vi ritar upp for ¢ = 4.

>> x=linspace(-2,2,30); y=linspace(-2,2,30); z=linspace(-2,2,30);
>> [X,Y,Z]=meshgrid(x,y,z);
>> F=X."2+Y.72+Z2.72;

>> p=patch(isosurface(X,Y,Z,F,4));
>> set(p,’facecolor’,’r’,’edgecolor’, ’none’);
>> axis equal, axis([-2 2 -2 2 -2 2]), grid on

Vi far nog skjuta detaljerna pa framtiden, men vi fick till ett rott klot (med radien 2) i alla fall.

6 Allminna ytor i R?

Som exempel pa en allmén yta i rummet tar vi en cylinder med radien r och hojden h som beskrivs
matematiskt av
{(z,y,2): 2 +y*=1r",0< 2 < h}

Vi kan ocksa gora en s.k. parametrisering
x = rcos(t)

y = rsin(t)
z=2s, 0<s<h
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vilket passar oss nér vi skall rita bilden i MATLAB.

>> r0=1.5; h=6; n=40; m=20;

>> s=linspace(0,h,m)’; t=linspace(0,2*pi,n);
>> r=rO*ones(size(s));

>> X=r*xcos(t);



>> Y=r*sin(t);

>> Z=s*ones(size(t));

>> surf(X,Y,Z)

>> axis equal, axis([-2 2 -2 2 0 6])
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For cylindern hade vi (s) = 7o, dvs. ett konstat véirde (samma radie). Om vi istéllet later r(s) =
1 + sin(s)? (varierande radie) sa blir det lite roligare. Detta dr ett exempel pa en rotationsyta.
Sadana pratade vi om i ALA-B i samband med volymberikning (Adams kap 7.1).

Nu ritar vi upp rotationsytan. Var skiljer sig koden nedan fran den for cylindern?

>> h=6; n=40; m=20;

>> s=linspace(0,h,m)’; t=linspace(0,2*pi,n);
>> r=1+sin(s)."2;

>> X=r*cos(t);

>> Y=r*sin(t);

>> Z=s*ones (size(t));

>> surf(X,Y,Z)

>> axis equal, axis([-2 2 -2 2 0 6])

Vi ser nu avslutningsvis pa tva parametriserade ytor som till utseendet &r vilbekanta.
En sfdr med radien r och centrum i origo ges av

$2+y2+22:r2

och kan parametriseras med
x(s,t) = rcos(s) cos(t)
y(s,t) = rcos(s)sin(t)
z(s,t) = rsin(s)

diar —7 <s < Zoch 0 <t <27
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Vi ritar en sfar med radien r = 2 enligt

>> r=2; n=20; m=30;

>> s=linspace(-pi/2,pi/2,n); t=linspace(0,2*pi,m);
>> [S,T]=meshgrid(s,t);

>> X=r*cos(S) .*xcos(T);

>> Y=r*cos(S) .*sin(T);

>> Z=r*sin(S);

>> surf(X,Y,Z)

En torus med lateralradien r och centralradien a samt centrum i origo ges av
(@2 + 42+ 22+ a — ) = da¥(a? + o)
och kan parametriseras med
x(s,t) = (a + rcos(s)) cos(t)

y(s,t) = (a+ rcos(s))sin(t)
z(s,t) = rsin(s)
dir —m < s <moch 0 <t < 27,
Vi ritar en torus med lateralradien r = 0.8 och centralradien a = 2 enligt
>> r=0.8; a=2; n=20; m=50;
>> s=linspace(-pi,pi,n); t=linspace(0,2*pi,m);
>> [S,T]=meshgrid(s,t);
>> X=(at+r*cos(S)) .*cos(T);
>> Y=(a+r*cos(S)) .*sin(T);
>> Z=r*sin(8);

>> surf(X,Y,Z)
>> axis equal

7 Redovisning

Denna vecka skall uppgifterna 1-8 redovisas for handledaren.
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