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Matematiska vetenskaper

Linjarisering, Jacobimatris och Newtons metod
Analys och Linjar Algebra, del C, K1/Kf1/Bt1

1 Inledning

Vi skall 16sa system av icke-linjédra ekvationer. Som exempel kan vi ta,
xl(l +x§) —-1=0,
xQ(l +x%) —-2=0,

som &r ett system av tva ekvationer i tva obekanta (Exempel 1, Adams 13.6). Om vi infor de tva
funktionerna

fl(ZL‘l, IL‘Q) =T (1 -+ ZL‘%) — ]_,
fg(ZL‘l, IL‘Q) = T3 (1 -+ ZL‘%) — 2,
kan ekvationssystemet skrivas
fi(xr,29) =0,
fg(ﬂfl, 1’2) =0.

Med f = (f1, f2), € = (21, 22), 0ch 0 = (0,0), ser vi att f: R? — R? och vi kan skriva ekvationerna
pa den kompakta formen

f(x) =0.

I denna studiodvning skall vi anvéinda Newtons metod for att 16sa sadana ekvationer och vi skall
anvianda vara kunskaper fran tidigare studio6vning for att gora grafiska bilder av noll-nivakurvor.

Vi borjar med att rita upp noll-nivakurvorna till f; respektive fs.
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Vi ser 16sningen till f(x) = 0 som den punkt dir noll-nivakurvorna till f; och fy skér varandra.



Vi kan grafiskt ldsa av en forsta approximation av losningen for att sedan forbéattra denna med
Newtons metod.

Innan vi kan komma till Newtons metod maste vi dock forst se pa linjariseringar av funktioner i
flera variabler.

2 Linjarisering och Jacobimatris

Redan i ALA-A sag vi pa linjarisering av en differentierbar (deriverbar) funktion i en variabel
f R — R. Linjériseringen av f runt punkten a ges av (Definition 8, Adams 4.9)

L(z) = f(a) + f'(a)(x — a).
Néra punkten a har vi f(z) ~ L(z).

Vi paminner oss om att den rita linjen y = L(z) ar tangenten till kurvan y = f(x) vid a.

En funktion i tva variabler, f: R> — R

Lat f(z1,zs) vara en differentierbar funktion i tva variabler, f: R*> — R. Linjériseringen av f
runt punkten (ay,as) ges av (Adams 12.6)

0 0
L(xq,22) = f(a1,as) + a—i(ah@)(% —a)+ a—:i(ah@)(@ — ay)

och néra punkten (ay, az) har vi f(z1,x9) = L(x1, z3).

Det réita planet z = L(z1, x2) &r tangentplanet till ytan z = f(xq, z5) vid punkten (aq, as).

Vi later ¢ = (21, 22), f(x) = f(x1,22) och @ = (a1, as). Anvander vi gradienten
_ | S (@) ) | ()
viw=| ) | = o |

kan vi skriva linjariseringen
L(z) = f(a) + Vf(a)"(z - a).

Ligg miirke till att V f(a) och & — a #r kolonnvektorer sa V f(a)” (z — a) #r skaldrprodukten
Vi(a) (z—a)



Lat oss som exempel ta f(z) = x1(1 + 23) — 1. Da giller

0
() =1+ 22, an(m) = 21129,
2

och dirmed V f(x)” = [1 + 23 2x,,]. Linjériseringen vid @ = (2, 1) blir

I‘Q—]_

L(z) = f(a) + Vf(a)' (x —a) =3+ [2 4}{ 2}

Uppgift 1. Linjéarisera f(x) = 1 cos(2x;)sin(z2) runt @ = (3,1). Rita upp funktionsytan till-
sammans med tangentplanet i a.

Tva funktioner i tva variabler, f: R? — R?

Lat fi(x1,22) och fo(w1,xs) vara tva differentierbara funktioner i tva variabler, f; : R* — R och
f> : R? — R. Linjériseringen av fi respektive f runt punkten (aj,as) ges av

Ly(x1,22) = fi(a1,as) + a—l(a1,a2)($1 —a) + g—fQ(al,QQ)(fEQ — as),
Lz(ﬂfl, 1’2) fz(al, CL2) 8 (al, az)(ﬂfl - al) gfz (al, az)(l’z - a2),
Later vi & = (z1,x2), f(x) = (fi(x), f2(x)) och a = (a1, az) kan vi skriva
Li(z) = fila) + V fi(a)" (z — a),
Ly(x) = fola) + V fo(a)" (z — a),

eller med matrisbeteckningar
L(z) = f(a) + Df(a)(x — a),
dar L(x) = (L1(x), La(x)) och
N ofi
G G
Df(x) = o o :
2 2
5 xl( z) 3 $2( )
ar Jacobimatrisen.

Lat oss som exempel ta f(x) = (v1(1 + 23) — 1, 25(1 + 23) — 2). Da giiller

afl 2 afl
91, (z) + T3, Dy (z) = 22122,
0 0
@) = 2mis, Lmy =141,
och dédrmed ) i
- 1+ €Ty 2.1’1.1’2
Df(z) = [23:1:62 143

Linjariseringen vid @ = (2,1) blir

L) = fla) + Dft@)e - a) = [3] + |5 3] [ 2]

.Tg—l

Uppgift 2. Linjirisera f(x) = (3 + 23 — 1,e""2 + 11 + 15 — 2) runt a = (2, 1).



Flera funktioner i flera variabler, f: R" — R™

Vi generaliserar nu till godtyckligt antal funktioner i godtyckligt manga variabler. Lat f; beteckna
m funktioner i n variabler, dvs. f: R" — R™. Vi later

) fi(zy, .. x)
z=|:|, flz)= z :
T fm(x1, ... xp)
och o7 o7
Df(x) = : :
Ofm Ofm

Har dr m x n matrisen D f(x) Jacobimatrisen av f i x. Linjdriseringen av f i punkten a blir
L(z) = f(a) + Df(a)(z — a).

Uppgift 3. Linjarisera f(t) = (cos(t),sin(t),t), 0 <t < 67, runt a = 4. Rita bild!

3 Newtons metod

Lat f: R — R vara en deriverbar funktion. Vi skall losa ekvationen f(z) = 0 med Newtons
metod. Det hér gjorde vi redan i ALA-A sa detta blir lite repetition.

Antag att vi har en approximativ 16sning x; och vi vill hitta en béttre approximation x;. Vi
bildar linjariseringen av f i xy:

L(z) = f(ap) + f'(2)(x — )
och l6ser L(z) = 0 istallet for f(z) = 0.
fa) + f'(xn) (@ — 2p) = 0 (1)
Losningen far bli ndsta approximation:

f(%)

ST

Detta ar Newtons metod. Geometriskt betyder (1) att vi foljer tangenten och hittar ., dér
denna skér x-axeln.




Som stoppvillkor for iterationen tar vi
|zpy1 — x| < tol

Det betyder att vi accepterar zj,; om &ndringen i sista iteration dr mindre &n toleransen. Vi
tillater maximalt k., iterationer (k.. = 10 ar rimligt).

Som ett litet exempel tar vi f(z) = cos(z) —x och vi skall 16sa f(z) = 0. En graf (rita den gérna)
visar att vi har ett nollstélle och vi tar xy = 1 som startapproximation.

>> f=@(x)cos(x)-x; Df=0(x)-sin(x)-1;
>> x=1,;
>> kmax=10; tol=0.5e-8;

>>

for k=1:kmax
h=-f (x) /Df (x) ;
x=x+h;
disp([x hl)
if abs(h)<tol,
end

0.750363867840244
0.739112890911362
0.739085133385284
0.739085133215161

break, end

-0.249636132159756
-0.011250976928882
-0.000027757526078
-0.000000000170123

System av ekvationer

Nu ar det dags for system av n ekvationer i n obekanta

f1<.§U1, e ,l’n) = 0,
folzy, ... z,) = 0.
Om vi later
T fi 0
Ty, In 0
sa har vi f: R™ — R", och vi kan skriva systemet pa formen
f(@) =o.

Antag att vi har en approximativ 16sning @ och vi vill hitta en béttre approximation ag,,. Vi
bildar linjariseringen av f i x:

L(w) = f(wy) + Df () — ) = 0.
och loser L(x) = 0 istéllet for f(x) = 0.

Om vi later h = @ — x), sa kan L(x) = 0 skrivas som ekvationen



Detta ar ett linjart ekvationssystem, Jacobimatrisen D f(x;) dr en n X n-matris, som vi 1oser
med avseende pa h. Nu bildar vi néista approximation av 16sningen till f(x) = 0:

L1 — Tk + h.
Som stoppvillkor for iterationen tar vi
||$k+1 — :ck|| S tOl

Vi avbryter nér vi har tillrdcklig noggrannhet och vi tillater maximalt k4, iterationer (k,q, = 10
ar rimligt).

Nu ser vi ater pa exemplet fran inledningen (Exempel 1, Adams 13.6). Vi har alltsa

(1 +ad) -1 [T+ 2me
Flw) = { x;(l +x%) —2 } . Df(z) = {Qxlx; 1 J:;%} ’

och skall l6sa f(x) = 0. Fran bilden med noll-nivakurvorna ser vi att @y = (0.25,2) nog &r en
bra startapproximation.

>> £=0(x) [x (1) *(1+x(2)"2)-1;x(2)*(1+x (1) "2)-2];
>> Df=0(x) [1+x(2) "2 2*x(1)*x(2);2*%x(1)*x(2) 1+x(1)"2];
>> x=[0.25;2];
>> kmax=10; tol=0.5e-8;
>> for k=1:kmax
h=-Df (x) \f (%) ;
x=x+h;
disp([x’ norm(h)])
if norm(h)<tol, break, end
end

0.217391304347826
0.214829670172721
0.214829232694196
0.214829232680284

1.913043478260870
1.911781803315968
1.911768811990568
1.911768811998807

0.092869605927364
0.002855484777347
0.000012998689285
0.000000000016168

Uppgift 4. Lat f(x) = (23 + 22 — 1,e™™ + 21 + 15 — 2). Ls ekvationssystemet f(z) = 0.
Rita upp noll-nivakurvorna till f; och f, for att se var ungefar l6sningarna (skarningspunkterna)
ligger. Hur manga l6sningar finns det? Lis av i grafiken en forsta approximation av en l16sning
for att sedan forbéattra denna med Newtons metod. Rita ut 16sningen med en liten ring. Upprepa
tills du beréknat alla 16sningar till systemet.

Uppgift 5. Pa studiohemsidan finns funktionen newton som bygger pa min_newton fran ALA-A.
Ladda ner och studera programkoden samt hjalptexten. Anvéind newton for att 16sa ekvationssy-
stemet f(x) =0, dir f(x) = (sin(zy) — 22, 1 — cos(xz)).

4 Modifiering av Newtons metod

En dalig startapproximation kan leda till att Newtons metod divergerar (inte konvergerar), da &r
det lampligt med ddmpad Newton

wk+1:wk+akhk7 ]{Z:O,l,"',

D f(xz)h, = —f(x).



Dampningsfaktorn oy véljs sa att || f(xx1) [|<|| f(2x) ||. Man kan t.ex. borja med oy = 1, pa
forsok ta ett steg i iterationen, om vi har fatt en minskning av || f || accepterar vi steget. I annat
fall halverar vi successivt ay och gor nya forsok, tills vi har en en minskning av || f||.

Om vi inte vill berdkna derivator, dvs. Jacobimatrisen, sa kan vi approximera den kolonnvis med
differenskvoter,

of f(x+de;) — f(x —de;j)

- (x) = ,
8.’,13']‘ 20

for lampligt valt litet positivt d, dér e; ar j:te enhetsvektorn. Ga tillbaka och kontrollera att
%(w) ar den j:te kolonnen i D f(x) !
J

Pa studiohemsidan finns funktionen jacobi som berdknar en approximation av Jacobimatrisen
enligt ovan. Déar finns ocksa en modifierad Newton funktion modnewton som anvénder denna
approximation av derivatan.

I MATLAB OPTIMIZATION TOOLBOX finner vi fsolve som ocksa anvénder dessa modifieringar.
For en sista gang ser vi pa exemplet fran inledningen. Vi har alltsa

R R

och 1 MATLAB l6ser vi med (samma startapproximation som tidigare)

>> £=0(x) [x (1) *(1+x(2)"2)-1;x(2)*(1+x (1) ~2)-2];
>> x0=[0.25;2];
>> x=fsolve(f,x0)
x =
0.214829232694215
1.911768811990538

5 Redovisning

Denna vecka skall uppgifterna 1-5 redovisas for handledaren.

6 Jamviktsprojektet

Infor jamviktsprojektet, ar det viktigt att man i férvig jobbar igenom texterna. Jimviktsprojektet
bestar i att sdtta upp och 16sa ekvationssystem f(ax) = 0 med Newtons metod. Vi far alltsa direkt
en kemitillampning pa vad vi lart oss i denna studio6vning.
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