CTH/GU STUDIO 1 TMV036¢ - 2012/2013
Matematiska vetenskaper

Linjdra system av differentialekvationer
Analys och Linjar Algebra, del C, K1/Kf1/Bt1

1 Inledning

Vi har i tidigare studio6vningar sett pa allména system av differentialekvationer med begynnel-

sevillkor:
()= f(t,z(t)), a<t<b
{ xz(a) = z,.

Vi har ocksa ldrt oss att 16sa dem i MATLAB med t.ex. ode45 eller ode15s. I det hér avsnittet
kommer vi se pa allménna linjdra system av differentialekvationer:

{w(t) = Az(t), a<t<b, "

z(a) = x,.
dér A &r en kvadratisk matris (n x n). Sambandet mellan f och matrisen A ges av:
f(t,x) = Az
Det &r enkelt att 16sa system i MATLAB med

>> £f=0(t,x)A*xx
>> [t,X]=o0de4d5(f, [a,b],xa)

Till skillnad fran de flesta icke-linjara system sa kan vi lsa de linjéra analytiskt (dvs. exakt) med
egenvdrdesmetoden, (se kapitel 5 i Lay).

2 Riktningsfalt och fasportratt

For att fa en lite béttre uppfattning av vilka egenskaper systemet (1) har sa skall vi titta ndrmare
pa hogerledet: F(x) = Ax. Funktionen F &r exempel pa en vektorvird funktion och kallas
vektorfdlt (dessa kommer att studeras mer i slutet av kursen).

For varje initialvéirde till (1) sa har vi en (okénd) l6sning «(t). Fran differentialekvationen har vi
' = Az = F(x) (2)

Vi kan ocksa betrakta derivatan som en differenskvot sa vi har differensvektorn
Ax=z(t+h)—xz(t) =~ hF(x) (3)

I bada fallen ger vektorfiltet F' oss i varje punkt @ den riktning i vilken 16sningen fordndras
och dess langd fordndringstakten. Genom att i ett lampligt antal punkter « markera styrka och
riktning for vektorn F'(x) med en pil sa far vi ett sa kallat riktningsfdlt.



Genom att rita upp detta riktningsfilt far vi ungefirlig information om hur lésningen x(t) till

ekvationen beter sig for samtliga mojliga startviarden. Vi kan alltsa skapa kurvan x(t) genom att
sdtta pennan pa den startpunkt vi onskar och sedan folja pilarna.

For att rita vektorfélt i planet anvéinder vi kommandot quiver. Men forst maste vi skapa ett

gitter (grid) med de punkter i vilka vi vill sétta ut pilar (som beskriver vektorfiltets storlek och
riktning i respektive punkt).

Om vi som exempel tar F(zq,z5) = (x1 — x9, x122) kan vi rita riktningsfiltet enligt

>> x1=linspace(-2,2,30); x2=linspace(-2,2,30);
>> [X1,X2] = meshgrid(x1,x2);
>> F1=0(x1,x2)x1-x2; F2=0(x1,x2)x1.*x2; s=1.2;

>> quiver (X1,X2,F1(X1,X2),F2(X1,X2),s) % s - skalfaktor som forlédnger pilarna.
>> axis([-2 2 -2 2]1)

Vi kan ocksa lagga till nagra stromlinjer (16sningsbanor) med funktionen streamline, som bygger
pa
x(t+ h) = z(t) + hF(x)

vilket vi kdnner igen, fran ALA-B, som Eulers framatmetod pa systemet (2).

>> s1=[-1.2 -1.1 0.35 0.4]; 7 Férsta-koordinater for fyra startpunkter
>> s2=[-2 -2 0.2 0.2]; % Andra-koordinater for fyra startpunkter

>> h=streamline(X1,X2,F1(X1,X2),F2(X1,X2),s1,s2)
>> set(h,’Color’,’r’,’LineWidth’,2)

och far en bild dér pilarnas riktning visar faltets riktning.
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Ytterligare ett exempel hdmtar vi fran kursboken i Linjéar Algebra (Lay, Exempel 2, kap 5.7): Vi
16ser

dar

En (numerisk) 16sning far vi enligt f6ljande:

>> A=[4 -5;-2 1]; x0=[2.9;3.6];
>> F=0(t,x)A*x;
>> [t,X]=0ded45(F, [0 10],x0);

Tidigare har vi framst ritat ut graferna for koordinatfunktionerna z;(¢) och z5(t), men det ar
ocksa naturligt att visualisera 16sningen i ett sa kallat fasportrdtt dar vi ritar z1(t) mot (). Det
blir extra intressant att rita in en sadan kurva (bana) i ett riktningsfalt:

>> x1=linspace(-3,3,30); x2=linspace(-1,5,30);
>> [X1,X2]=meshgrid(x1,x2);

>> F1=A(1,1)*X1+A(1,2)*X2;

>> F2=A(2,1)*X1+A(2,2)*X2;

>> quiver(X1,X2,F1,F2,0.9)

>> axis([-3 3 -1 5]), hold on

>> plot(X(:,1),X(:,2),’r’,’LineWidth’,2)
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Vi ser hur 16sningen x(t) foljer filtets riktning.



Uppgift 1. Betrakta begynnelsevérdesproblemet:

(a). A:H :i] moz{_;’}, T =5
(b). A:l_lg ﬂ mozli}, T = 6.

3 Egenvirdesmetoden

Har behandlas begynnelseviardesproblemet (2) som ett egenvirdesproblem.

Antag att A &r en diagonaliserbar 2 x 2-matris med en bas av egenvektorer v; och vy och med
tillhorande egenviarden A; respektive Ao. Da ges 16sningen av formeln (Lay kap. 5.5)

m(t) = Cl’Uleklt + 027.726>\2t,

dar koeflicienterna ¢; och ¢y bestams av startvardena. Vi satter ¢ = 0 och far

C
m(O):Cl’Ul+CQ’02: ['Ul ’Ug} |:C; :| .

Detta visar att

O] evie @) -,

dér matrisen V' = [v; vy | (kolonnerna dr egenvektorerna till matrisen A).

Uppgift 2. Undersok system «'(t) = Ax(t) for matriserna A nedan. Rita i samma graf egenvek-
torerna till A och jamfor riktningfaltets egenskaper med egenvektorerna och motsvarande egen-
viarden. Forklara sambandet mellan riktningsfiltet och matrisens egenvirden och egenvektorer.
Nér utgor origo en kdlla (alla 16sningar strommar fran origo), en sdnka (alla losningar strom-
mar till origo), en sadelpunkt (16sningarna gar mot origo men avviker sedan) eller en spiralpunkt
(I6sningarna gar i spiral kring origo)?

Den som inte orkar beridkna alla egenvirden och egenvektorer for hand kan anvinda kommandot
eig som gor detta. Med kommandot [V,D] = eig(A) hamnar egenvirdena for matrisen A langs
diagonalen i D och egenvektorerna blir kolonner i V.

Rita ocksa losningen till differentialekvationen for nagra startvdirden som ni hittar pa sjilva.
Samla slutligen alla dessa utritningar i en skriptfil som givet matrisen A och startpunkt x(0)
ritar riktningsfalt, egenvektorer och losningen till diffekvationen for ett lagom langt ¢-intervall.

(a). A:[_? _ﬂ (b). Az{é :Z] (). A:{gg}

(d). A:{_; ﬂ (e). A:{:z H
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Ho6gre ordningens ODE

Precis som for icke-linjéra differentialekvationer kan hogre ordningens linjdra skrivas om som
system av forsta ordningens ekvationer. Vi nojer oss for tillfallet med att gora foljande uppgift,
dér vi gar fran en andra ordningens ekvation till ett system av tva ekvationer av forsta ordningen.

Uppgift 3. Betrakta féljande andra ordningens ODE.

(a).

(b).
(c).
(d).
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{ y'(t) +2y'(t) +17y(t) =0, t>0
y(0) =0, y'(0) = 1.

Skriv om problemet som ett system av forsta ordningens ekvationer.
Det kan goras genom att sitta x1(t) = y(t) och x9(t) = y/(t) och sedan berdkna derivatan

EECIONS
av x(t) = { (1) }
i@ 007 x1(t)
z(t) = { A0 | =17 2 || m)
Vad blir det for begynnelsevillkor a(0) =?
Los problemet for hand med egenviardesmetoden och rita fasportréttet.

Anvénd ode45 for att 16sa systemet och rita fasportréttet.

Genom att skriva en programsekvens som nedan, kan vi rita upp fasportrétt {or flera start-
vérden,

clf

axis([-5 5 -5 5])

hold on

A=[0 ?; 7 7];

f=0(t,x)A*xx;

for i=-2:.5:2
[t,W]l=ode45(f, [0 4],[i;0]);
plot(W(:,1),W(:,2),’Color’, [rand rand rand],’LineWidth’,2)

% rand ger ett slumptal mellan O och 1 tre tal satter fargen (RGB)

pause(0.1)

end

Vad kommer det sig att banorna inte korsar varandra?

Redovisning

Denna vecka skall uppgifterna 1-3 redovisas for handledaren.



	Inledning
	Riktningsfält och fasporträtt
	Egenvärdesmetoden
	Högre ordningens ODE
	Redovisning

