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Matematiska vetenskaper

Ordinéara differentialekvationer

1 Inledning

Vi skall se pa begynnelsevirdesproblem for forsta ordningens differentialekvation
w = f(t,u), a<t<b
u(a) = u,
déar f en given funktion och u, en given konstant.
Som exempel tar vi problemet
v = —u(t) +sin(t) + cos(t), 0 <t <4
u(0) = uo
med analytisk (exakt) 16sning u(t) = sin(t) 4+ uge™".

I den vénstra figuren nedan har vi ritat riktningsfiltet och i den hogra losningskurvorna for nagra
olika vérden pa ug. Vi ser hur 16sningskurvorna foljer riktningsféltet.
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Metoder for att berdkna numeriska (approximativa) losningar till differentialekvationer bygger pa
idén att forsoka folja riktningsfiltet sa noggrant och effektivt som mojligt.

2 Differensmetoder

Vi skall approximera 16sningen wu(t) till differentialekvationen pa ett nét ¢, = a + nh for n =
0,1,---, N, med steglingden h = b_T“
Later vi u, beteckna approximationen av wu(t,) och ersétter u/'(¢,) med en framat differenskvot
D, u(t,) sa giller

u(tni1) — ults)

D.iu(t,) = 3 =/ (tn) = f(tn uts)) =

u(tn+1) ~ U(tn) + hf(tm u(tn))




Detta ger Eulers framatmetod

Up4+1 = Up + hf(tm un)
Utgaende fran begynnelsevérdet forsoker metoden folja riktningsfialtet med korta steg.
Metoden é&r ezplicit eftersom alla vérden i hogerledet ar kénda.
Ersétter vi u(t,1) med en bakat differenskvot D_u(t, 1) far vi

u(tni1) — ultn)
h

U(tns1) = uty) + hf(tnrr, u(tng))
Detta ger Eulers bakatmetod

D_u(tn+1) = ~ u/(tn+1) = f(tn+17 u(tn+1)) =

Up+1 = Up + hf(tn-‘rla un—i—l)

Metoden &r implicit eftersom w,, 1, som &r obekant, finns med dven i f. For att ta ett steg maste
man normalt 16sa en icke-linjar ekvation

g(z) =z —up — hf(tps1,2) =0
med t.ex. Newtons metod.

Vi kan ocksa integrera differentialekvationen fran ¢, till ¢,,,1 = t,, + h och far

tnt1

u(tni1) = u(tn) + ft,u(t)) dt

tn
och kan sedan approximera integralen pa olika sétt.

Med wdnster och hager rektangelregel far vi Eulers framat- respektive bakatmetod och med trapets-
regeln far vi den implicita trapetsmetoden

h
Upy1 = Up + §(f(tna Un) + f(tnt1, Uny1))
Om vi i denna metod ersatter u,1 i hogerledet med en Euler framat approximationen far vi Heuns
metod

Up+1 = Up + g(f(tm un) + f(tn + hyu, + hf(tna un)))

som &r en explicit metod.

Metoderna vi sett pa ar alla konvergenta, dvs. tar vi tillrickligt liten steglangd kan vi fa god-
tyckligt bra approximation pa ett dndligt intervall. Fér Euler metoderna géller att om vi halverar
steglingden sa (ungefir) halveras felet i approximationen. For trapetsmetoden och Heuns metod
giller att om vi halverar steglingden sa delas felet i approximationen med (ungefér) fyra.

Ett begynnelsevirdesproblem som beskriver forlopp eller processer vilka utspelas under tidsinter-
vall av mycket olika storleksordning kallas for styvt. T.ex. inom kemisk reaktionsteknik &r styva
problem vanliga. For styva problem maste implicita metoder anvénds, dvs. av typen Euler bakat-
metoden eller trapetsmetoden. Explicita metoder, som Euler framatmetoden eller Heuns metod,
blir mycket ineffektiva.



3 Rita riktningsfilt

Vi skall se hur man kan rita riktningsfalt till differentialekvationen

{u’:f(t,u),agtgb

u(a) = u,

Ett riktningsfilt bestar i en samling punkter (¢;,u;) i tu-planet (ett gitter) dér vi i varje punkt
ritar en liten pil i den riktning som en l6sningskurva ¢ — (¢, u(t)) genom punkten har precis i
punkten, dvs. en pil i riktningen (1, u/(¢;)) = (1, f(t;, u;)). Vi skalar pilarna sa att vi far en tydlig
bild. (For korta pilar och inget syns, for langa pilar och bilden blir grotig.)

Som exempel ritar vi riktningsféltet till det inledande begynnelsevirdesproblemet

{ v = —u(t) +sin(t) + cos(t), 0 <t <4
u(0) = ug

Forst bildar vi ett gitter (grid) med meshgrid. I matriserna T och U kommer vi ha gittrets koordi-
nater. Sedan bildar vi en matris DT med ettor, som &r forsta koordinaterna i pilarna, och en matris
DU, som &r andra koordinaterna i pilarna. Slutligen ritar vi ut pilarna med quiver, dér talet 0.9
ar en skalfaktor (lagom langa pilar).

>> f=0(t,u)-u+sin(t)+cos(t);

>> a=0; b=4;

>> t=linspace(a,b,12); u=linspace(-2,2,12);
>> [T,U]=meshgrid(t,u);

>> DT=ones(size(T)); DU=f(T,U);

>> quiver(T,U,DT,DU,0.9)

Som resultat far vi vénstra figuren pa forsta sidan.

Uppgift 1. Rita riktningsfiltet till foljande begynnelsevardesproblem
v = —u(t) +sin(5t) + cos(2t), 0 <t <5
u(0) = g

4 Eget program i MATLAB

Vi skall nu beskriva hur man kan berdkna en numerisk 16sning till begynnelsevérdesproblemet

{u’:f(t,u),agtgb

u(a) = u,

De metoder vi sett pa gar alla att anvéinda men vi néjer vi oss med Euler framatmetoden, som &r
den enklaste av dessa metoder.

Vi bildar forst ett ndt med nodpunkterna ¢, = a +nh, n =0,1,--- | N, och steglingden h = b_T“
Detta ger en uppdelning av intervallet a <t < bi N stycken lika langa delintervall

a=th <t <ty < - <t,<tp1 < - <tn_1<tny=0



Vi berdknar sedan en approximativ 16sning enligt

U(to) = Ugq
Ultnir) = Ulty) + hf(tn, U(tyn)).

Genom att forbinda punkterna (¢,,U(t,)) med rita linjer far vi en graf och funktionen U(t) blir
definierad ocksa mellan berékningsnoderna t,,.

I MATLAB maste U(t,) representeras av en vektor U med N komponenter. Med andra ord, U(n)
skall innehalla approximationen av u(t,) for berdkningsnoden (tidpunkten) ¢,,.

Vi ser pa vart inledande exempel och tar u(0) = 1. Sa hér enkel blir MATLAB-koden

>> f=0(t,u)-u+sin(t)+cos(t);
>> a=0; b=4; ua=1;
>> N=100; h=(b-a)/N;
>> t=a+(0:N)*h; U=zeros(size(t));
>> U(1)=ua;
>> for n=1:N
U(n+1)=U(n) +h*f (t(n) ,U(n));
end
>> plot(t,U)

Resultatet ser vi i hogra figuren pa forsta sidan, dér vi dven ritat upp losningar fér nagra andra
begynnelsevarden.

Uppgift 2. Vi ser aterigen pa begynnelsevirdesproblemet

{ u' = —u(t) + sin(5t) + cos(2t), 0 <t <5
u(0) =2

Los problemet med Euler framatmetoden. Rita en graf av losningen i en figur som dessutom
innehaller riktningsféltet.

Uppgift 3. Skriv ett program min_ode med anropet [t,U]=min_ode(f,I,ua,h) som loser begyn-
nelseviardesproblemet med Euler framatmetoden. Anvénd det progamskal du finner pa studiohem-
sidan. In- och ut-variablerna forklaras i programskalet.

Uppgift 4. Testa programmet pa foljande begynnelsevirdesproblem. For varje exempel maste
du skriva en funktionsfil av typen function y=funk(t,u) for beskrivning av derivatan. Los forst
begynnelsevirdesproblemet analytiskt (dvs. som en formel med penna och papper). Rita bade den
analytiska losningen u och den approximativa losningen U i samma figur.

(0) =1

<

(=), {u'(t)ftQ,lgtSB b). {u'(t):u(t),0§t§2

©. {u’(t) = —tu(t), 0<t <3 @) {u'(t) = —Su(t), 0<t<1



5 Fardiga program i MATLAB

Det finns fardiga funktioner i MATLAB for att 1osa differentialekvationer, en sadan funktion &r
oded5 for "vanliga” begynnelseviardesproblem, en annan ér ode15s for styva problem. Med ode45
kan vi berdkna en 16sning till vart inledande exempel for t.ex. u(0) = 1 enligt

>> a=0; b=4; ua=1;

>> f=Q(t,u)-u+sin(t)+cos(t);
>> [t,U]=oded45(f, [a b],ua);
>> plot(t,U)

Har blir t en kolonnvektor, med ¢-virden mellan a och b, dér 16sningen &r berdknad och U &r en
kolonnvektor med den beridknade 16sningen for de olika t-vérdena.

Uppgift 5. For en sista gang ser vi pa begynnelseviardesproblemet

{ v = —u(t) 4 sin(5t) + cos(2t), 0 <t <5
u(0) =2

L&s problemet med oded5. Rita en graf av 16sningen i en figur som dven innehaller riktningsféltet.
Berdkna sedan en 16sning med min_ode och rita upp den i samma figur. Anvénd olika farg for de
olika graferna. Ser du nagon skillnad mellan kurvorna, ta da och minska steget h i min_ode och
rita ut dven den nya losningen.

6 System av differentialekvationer

Med MATLAB kan vi lika l4tt 16sa system av differentialekvationer

{u'(t) = f(t,ult), a<t<b

u(a) = u,
dar
Uy (t) fl (t7 ul(t>7 o 7um(t>> Uql
u(t) = L flhu) = z Uy = |
UM(t) fm(ta ul(t)a to >UM(t)) Uam

Skillnaden &r att nu blir U en matris och vi finner uy () (for olika tidpunkter ¢;) som kolonn U(: ,k),
dvs. kolonn nr k£ 1 U.

Som exempel pa ett system av ekvationer tar vi: Populationsdynamik — Vi betraktar population av
bytesdjur (kaniner) som lever tillsammans med en population rovdjur (rédvar). Lat u;(t) respektive
us(t) beteckna antalet kaniner respektive réavar vid tiden t.

En enkel matematisk modell for populationernas utveckling ges av Volterra-Lotka-ekvationerna:

{ Wy (1) = auy(t) — bug(t) us(t)

uy(t) = —cus(t) + duy(t) us(t)

Koefficienterna a, b, ¢, d ar positiva. Termen a uq(t) representerar netto-fodelse-dédstalet i en ensam
kaninpopulation. Termen —cus(t) dr motsvarande for rédvarna. Termen —buy(t) ug(t) dr antalet



kaniner som blir uppétna per tidsenhet. Termen duq(t) uo(t) &r antalet ravar per tidsenhet som
overlever pa grund av tillgang pa foda. Observera teckenkombinationen i ekvationerna. Vad blir
l6sningen om populationerna &r ensamma (b = d = 0)?

Vi beskriver hogerledet i differentialekvationen med en funktion

function f=volterra(t,u)
a=0.5; b=0.3; ¢=0.2; d=0.1;
f=[ a*u(1)-bxu(1)*u(2)
—cxu(2)+d*u (1) *u(2)];

Vi l6ser sedan med funktionen ode45 och ritar upp enligt

>> u0=[0.5;0.3];

>> [t,U]=oded45(@volterra, [0 80],u0);

>> plot(t,U(:,1),t,U0(:,2),’r--")

>> legend(’Bytesdjur’,’Rovdjur’)

>> xlabel(’Tiden’), ylabel(’Population’)
>> title(’Volterra-Lotka’)
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Uppgift 6. Los Volterra-Lotka-ekvationerna med ode45. Andra koefficienterna till a = 0.5, b =
0.3, c=0.2, d = 0.05.

Vi skall se pa en typ av ”Belousov-Zhabotinsky reaction” (se t.ex. Atkins & Jones). Det vi ser pa
ar den kemiska klockan som &r ett nagot exotiska exempel pa ett periodiskt forlopp i en kemisk
reaktion. Materialet bygger pa Field och Noyes, J. Chem. Phys. 60: 1877-1884 (1974).

For en blandning av

1.25 M H550,4

0.0125 M KBrO;

0.001 M CG(NH4)2(N03)5
0.025 M  CH,y(COOH),

hiirleder Field och Noyes massbalanser for mellanprodukterna HBrO,, Br~ och Ce*™ med dimen-
sionslosa koncentrationer u;(t), us(t) respektive usz(t);

i (t) = s(ua(t) — w (tua(t) + wr(t) — qua(t)®), w(0) =4
uh(t) = s (uz(t) — ua(t) — uy(t)ua(t)), up(0) = 1.1
ug(t) = wlu(t) — us(t)), u3(0) = 4

dir s = 77.27, ¢ = 8.375-107% och w = 0.1610.



Integrerar man Over langa tidsperioder ser man att losningen &r periodisk med en periodlingden
pa ungefir 300 tidsenheter (48.3 sekunder).

Blandningen kommer att vixla firg. Forst kommer den vara klar, sedan véxlar den till gult, blir
klar igen, blir sedan ater gul, och sa vidare. Man kan tillsdtta en indikator sa att fargvaxlingen
blir mellan blatt och rott.

Problemet &r styvt sa vi anvéander den styva losaren ode15s i MATLAB.
Uppgift 7. Berikna och rita upp losningen under en period. Dérefter studerar ni det initiala
forloppet genom att berdkna och rita upp losningen under de 5 forsta tidsenheterna. Rita ut

logaritmerna av koncentrationerna, sa att vi ser dven sma koncentrationer (1°log ges av logl0 i
MATLAB). Anvind xlabel, ylabel och legend for att gora tydliga grafer.

7 Hogre ordningens differentialekvationer

Hogre ordningens differentialekvationer kan skrivas om som system av foérsta ordningen. Dessa
system kan sedan 16sas numeriskt.

Som exempel tar vi ater igen den matematiska pendeln. En masspunkt med massan m hénger i en
viktlos smal stav av ldngden £.

Med beteckningarna i figuren och Newtons andra lag far vi rorelseekvationen
mlO(t) = —mgsin(0(t))

Vi vill bestdmma losningen for olika begynnelseutslag 0, dvs. 0(0) = 6, da vi slipper pendeln
fran vila, dvs. (0) = 0.
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Om vi later ¢ = 0, dvs. infor vinkelhastigheten, kan ekvationen skrivas
¢ =—%sin(0), »(0)=0
For att komma till standardform later vi u; = 6 och us = ¢ och far
u’l = U2, Ul(O) = 90
uy = —%sin(u1), uz(0) =0
Nu har vi standardformen
u = f(t, U) . U1 . U9 . 90
{’u,(O):uO ’ u_{uQ}’ f(t’u)_{—%sin(ul)]’ uo_[()

Detta system kan vi 16sa pa samma sidtt som i férra avsnittet.



Vi beskriver differentialekvationen med funktionen

function f=pendel(t,u,g,l)
f=[ u(2)
-g/1*sin(u(1))];

Foljer 16sningskurvorna med ode45 for nagra olika begynnelseutslag och ritar en bild som visar
l6sningarna ¢ +— (¢, 0(t)) och fasportritten t — (0(t),0(t)) for de olika begynnelseutslagen.

g=9.81; 1=0.1;

theta0=[30:20:110]*pi/180; col=[’g’,’b’,’m’,’c’,’r’];

tspan=linspace(0,1,200);

for k=1:length(thetal)
u0=[thetal(k);0];
[t,U]l=0de45(@(t,u)pendel(t,u,g,l),tspan,ul);
subplot(1,2,1), plot(t,U(:,1),col(k)), hold on
subplot(1,2,2), plot(U(:,1),U(:,2),col(k)), hold on

end

subplot(1,2,1), hold off

xlabel (’$t$’, ’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12)

ylabel (’$\theta(t)$’,’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12)

subplot(1,2,2), hold off

xlabel (’$\theta(t)$’,’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12)

ylabel (’$\dot{\theta}(t)$’, ’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12)
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Fran figuren ser vi att periodlangden tkar med okande begynnelseutslag.
Uppgift 8. En didmpad matematisk pendel beskrivs av

ml(t) = —mgsin(A(t)) — clO(t), t>0
{ 0(0) = 6y, 6(0) =0

dér ¢ ar ddmpningskonstanten. Los problemet fér ¢ = 0.1, m = 0.1 och ¢ = 0.2 och nagra olika
begynnelseutslagsvinklar. Anvéind ode45.

Nér vi gjorde figuren ovan i MATLAB skrev vi formlerna med s.k. I TEX-kod. Sa brukar matematiker
skriva formler for att de skall bli snygga. Men vi far vi se det som 6verkurs.



