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Matematiska vetenskaper

Egenvérdesproblem for matriser och
differentialekvationer

1 Inledning

Vi skall se lite pa egenvirdesproblem for matriser och differentialekvationer. I nésta lasperiod skall
vi arbeta mer med egenvirden och gora kemiprojektet ”"Molekylorbitaler med Hiickelmetoden”.
Avslutningsvis ser vi lite pa differentialekvationen som beskriver ”partikeln i ladan”.

2 Matriser

Vi skall se hur man i MATLAB loser egenvirdesproblemet Av = Av for matrisen
5 1 7
A=|1-2 9
3 1
Vi beskriver matrisen och berédknar egenvirden med

> A=[617; 1-29; 8 3 1];

>> d=eig(A)
d =
11.996
-0.6715
-7.3244

Om vi dven vill ha med egenvektorerna gor vi

>> [V,D]=eig(A)

vV =
-0.66688 -0.37769 -0.22509
-0.43616 0.90902 -0.82741
-0.60418 0.17615 0.51451

D =

11.996 0 0
0 -0.6715 0
0 0 -7.32449

Vi kommer da finna egenvektorerna som kolonner i matrisen V med motsvarande egenvérden pa
diagonalen i diagonalmatrisen D. T.ex. tredje egenvektorn ges av V(:,3) med tillhérande egenvirde
ges av D(3,3).



Vi kontrollerar att Avs = A3v3 genom att bilda

>> r=AxV(:,3)-D(3,3)*V(:,3)
r =
-6.6613e-16
0
0

som i praktiken ar nollvektorn.

Uppgift 1. Berdkna egenvektorer och egenvérden till féljande matriser. Kontrollera genom inséttning
att berdkningarna ar korrekta.

15 9 2 -1 0 3 21
(@. |20 5 ®). |-1 2 -1 (c). |0 85
3 7 11 0-1 2 7 -4 1

3 Differentialekvationer

Vi skall se pa randvdrdesproblem for ordinér differentialekvation av typen

u(x) = flz,u, ), 2, <x <z

w(ry) = Uq, u(xy) = up
Oftast gar det inte att ge en anvéndbar formel for 16sningen, utan vi maste anvinda berdknings-
metoder for att bestdmma en numerisk 16sning.

Det finns olika berdikningsmetoder, gemensamt for dem &r att de leder till 16sning av ett icke-linjart
ekvationssystem eller ett linjart ekvationssystem i det fall f &r linjar i u och /.

Vi skall i néista ldsperiod se pa hur man loser system av icke-linjéra ekvationer. For tillfillet kommer
vi noja oss med att se pa linjdra randvirdesproblem, dvs. sadana problem som kan skrivas

{ u(x) + a(x)u' (x) + b(x)u(z) = f(x), 2, <z < ay
w(zy) = Ug, u(xy) = up

Vanligtvis maste vi berikna en numerisk 16sning, men om a och b ar konstanter, dvs. inte beror
av x, sa finns det som ni vet formler for 16sningarna.
Vi skall dven losa linjara egenvdrdesproblem for ordinér differentialekvation

{ u'(x) + au/(z) + bu(z) = Mu(z), z, < x < x4
u(zy) = ug, u(xy) = up

De l6sningar u(x) vi soker dr skilda fran nollfunktionen (dvs. u(x) &r inte 0 for alla x) och kallas
egenfunktioner och talen \ kallas egenvdrden precis som for matrisproblemen.

Som exempel har
u(x) = du(z), 0 <z <1
u(0) =u(1) =0

foljande egenfunktioner och motsvarande egenvérden

2

u,(x) = Bysin(nmx), A\, = —n’m? n=12,--

Lagg marke till att vi har odndligt manga losningar.



4 Differensmetoder
For att 16sa problemet

{ u'(z) + a(z)u' (z) + b(z)u(z) = f(x), 2, <z <
w(zq) = Ug, u(xpy) = up

gor vi en likformig indelning av intervallet a < x < b i ett nét
=20 < T < - <X <X < Ty << Tp < Tpip=D>

diir @ = a+ih,i = 0,1,--- ;n+ 1 med h = 4.

Vi ersétter u”(x;) och u/(z;) med centraldifferenskvoter

Uiy — 2u; + Ui Ui — Ui
u'(a) & DoDou(w) = =", /(@) ~ Doul) = ==
h 2h
i de inre ndtpunkterna xz;,7 = 1,--- ,n, och far ekvationssystemet

Uip1 — 2U; + Uiy

2 + a(x;

)Ui+1 — Uj—1

2h

+b(zi)u; = f(z), 1=1,2,--- ,n

Om vi later u; beteckna en approximation av u(x;) sa resulterar detta i ett linjart ekvationssystem.

Som exempel tar vi: Stationdr virmeledning i en isolerad stav med en virmekélla. Temperaturen
u(x) beskrivs av randvirdesproblemet

{ —rku”"(z) = f(z), 0
u(0) = up, u(L) =uy,

IN

<L

dér ug och uy, dr temperaturen i stavens &ndpunkter, x dr stavens virmeledningsformaga och f(z)
ar varmekéllan.

Infor natet x; =dh, i =0,1,--- ., n+ 1 med h = n%rl pa 0 <z < L och lat u; beteckna approxima-
tioner av u(x;), i = 0,1,--- ,n+ 1. Ersétt u”(z;) med centraldifferenskvoten
Uir1 — 2u; + Ui—1
D, D_u(x;) = — h; -
i de inre natpunkterna xz;,i = 1,--- ;n, och vi far

R(—Uir1 + 2u; — u—q) = hzf(x,-) 1=1,2,---,n

Med matriser kan detta skrivas

Au=b
dar ) . ) . o, )
2 —1 U1 h;f(l'l) + ug
-1 2 -1 Uy B2 f(,)
12 1 e 2 f )
L -1 2 [ Un ] L h?zf(fcn) +ur |



Matrisen A &r exempel pa en gles matris, det &r stora matriser (manga obekanta) med fa noll-skilda
element (fa kopplingar). Var matris kallas &ven for en bandmatris eller tridiagonal matris. I MAT-
LAB bildar man glesa matriser med sparse (allmén gleshetsstuktur) och spdiags (bandstruktur).

For vart exempel bildar vi en vektorer fylld med 1:or, direfter placerar vi in denna vektor (multi-
plicerad med 2 respektive -1) som diagonaler med spdiags enligt

>> n=30; ett=ones(n,1);
>> A=spdiags([-ett 2xett -ett],[-1 0 1],n,n);

Diagonalerna sétts ihop som kolonner i en matris med [-ett 2*ett -ett], de maste déarfor vara
lika langa. Kolonnerna placeras som diagonaler i ordningen som ges av vektorn [-1 0 1] och det
hela skall bli en n X n-matris, ddrav n,n allra sist.

Nar vi har bildat hogerledsvektorn b l6ser vi med backslash (\). Nar matrisen dr lagrad som gles
matris kiinner MATLAB av att det och 16sningen av ekvationssystemet gors effektivt med metoder
som tar vara pa gleshetsstrukturen.

Uppgift 2. Lat k = 2, L = 1, ug = 40, uy, = 60 samt f(x) = 200e~ (=%, Los varmelednings-
problemet och rita upp losningen. Tag n = 30.

Pa motsvarande sétt loser vi egenvirdesproblem for differentialekvation. Efter att ha ersatt de-
rivator med differenskvoter far vi ekvationer som kan skrivas som egenvérdesproblem for matris.

Som exempel tar vi egenviardesproblemet

{ —u"(x) = du(x), 0 <z <L
u(0) =0, u(L) =0

Later vi u; beteckna approximationen av u(x;) och ersétter u”(x;) med centraldifferenskvoten

i+1 — 2u; + Uy
DD _ufm;) = S

far vi .
(Ui + 20 —ui) = Ay 1=1,2,---n
Uy = Up+1 = 0

Med matriser kan detta skrivas

Au = )\u
dar _ _ _
2 —1 Uy
) -1 .2 '—1 | u.2
A_: ﬁ .. . s u= :
-1 2 —1 Up—1
i —1 2 | | Un |

Uppgift 3. Los egenvirdesproblemet for L = 1 genom att lagra matrisen som en gles matris med
spdiags och 16sa med eigs, den glesa varianten av eig. Bestdm de tre minsta egenvérdena och
rita ut egenvektorerna som approximerar egenfunktionerna. Lés hjédlptexten for eigs!



5 Partikeln i1 ladan

Detta avsnitt anknyter till Atkins och Jones kapitel 1.7 som handlar om den tidsoberoende
Schrodingerekvationen i en dimension

B2 d%y
- =F
o gz TV (@)Y =EY
dér V(z) dr en potential, ¢(x) &r vagfunktioner och E sammanhorande energier. Har dr h = 2

dar h Plancks konstant.

Ofta skrivs ekvationen pa formen
Hy(x) = Ei(x)

dér H &r den s.k. Hamilton-operatorn (differentialoperator)
h* d?
H=—-——
2m dx? +Viz)
Y(x) dr en egenfunktion och E ett egenvirde.
For partikeln i ladan (en odndligt djup lada) har vi potentialen

0, 0<z<L
Vi) = { +00, annars

Losningar till differentialekvationen maste vara noll utanfor intervallet 0 < z < L for att vara
andligt stora.
Vi kan dérfor bestamma vagfunktioner och motsvarande energier genom att lsa problemet

P(0) = (L) =0

Vi soker alltsa en funktion ¢ (x) sadan att om vi deriverar funktionen tva ganger, dvs. bildar ¢ (x),

och multiplicerar med konstanten —% sa skall vi fa tillbaka ¢(z) multiplicerad med E (ett tal,

som vi inte kidnner). Dessutom skall ¢)(z) vara noll vid z = 0 och = L (dvs. vid ladans véggar).
Vi later A = %E och far foljande egenvérdesproblem for differentialekvation
{ —"(x) = M(z), 0 <z < L
$(0) =9(L) =0
Det hér problemet 16ste ni numeriskt med differensmetod i uppgift 3.

Vanligtvis kan egenvirdesproblem bara l6sas numeriskt (approximativt), men i det hér enkla fallet
kan man faktiskt 16sa problemet exakt med handrékning.

Sa hir gar det till: Karakteristiska ekvationen blir 72 + X = 0 med l6sningar ry o = +v/\i och
dérmed allménna 16sningen
Y(x) = Acos(VAx) + Bsin(vVAz)
Randvillkoret (0) = 0 ger 1(0) = A = 0 och randvillkoret ¢)(L) = 0 ger 1/(L) = Bsin(v/AL) = 0,
dvs. VAL = nm,n=1,2,---, vilket ger
nm

Yy (x) = By sin (%x) . A, = (T)z’ n=1,2--



Vi har

E,=—\ =—
2m

Konstanten B, brukar viljas sa att

2 2 9 272
h h (mr) _7Th n°h
L
/wn(x)2dx:1
0

L L
2 9. 2 .o (NT _£
/Own(z) d:v—Bn/O sm(Lx)da:—Q

dar vi utnyttjat att (o = )

L L . L
/smz(ax)dx:/ 1—cos(2az) , L [sin(2a2)]" _ L
0 0 2 2 4o 0

Vi far

eftersom sin(0) = 0 och sin(2aL) = 0 (det géller att sin(aL) = 0 = sin(2aL) = 0).

Losningarna till (1) ges av

/2 2p?
¢n($): ZSil’l(%flf), n:h, n:1,2,~-~

Uppgift 4. Rita upp ¢, (z) for n =1,2,--- 6. Jaimfor med figur 1.25 i Atkins och Jones, sid 18.
Jamfor dessa grafer med de ni ritade i uppgift 3. Syns det nagon skillnad och i sa fall vad beror
det pa?

For mer komplicerade fall av Schrodingerekvationen aterstar, som vi sagt tidigare, bara numeriska
berdkningsmetoder. Dessa leder alltid till egenvardesproblem fér matriser. Kemiprojektet ”Mo-
lekylorbitaler med Hiickelmetoden” handlar om en sadan metod, men det kommer forst i nésta
ldsperiod.



