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Matematiska vetenskaper

MATLAB 6vningsuppgifter

1 Inledning

Vi skall forst se hur man berdknar numeriska 16sningar till differentialekvationer. Déarefter skall
vi rita motsvarigheten till en graf for en funktion i tva variabler. Avslutningsvis skall vi se lite pa
nagra gransvirden.

2 Ordinara differentialekvationer

Vi skall se pa begynnelseviardesproblem for forsta ordningens differentialekvation
w = f(t,u), a<t<b
u(a) = u,
déar f en given funktion och u, en given konstant.
Som exempel tar vi problemet
v = —u(t) 4 sin(t) + cos(t), 0 <t < 4
u(0) = ug
med analytisk (exakt) 16sning u(t) = sin(t) + ug exp(—t).

I den vénstra figuren nedan har vi ritat riktningsfaltet och i den hogra losningskurvorna for nagra
olika vérden pa u.
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Vi ser hur l6sningskurvorna foljer riktningsfaltet.
Med ode45 i MATLAB kan vi beridkna en numerisk (approximativ) 16sning for t.ex. u(0) = 1 enligt

>> [t,ul=0de45(0(t,u) (-u+tsin(t)+cos(t)),[0 4],1);
>> plot(t,u)

Berékningsmetoderna som ode45 anviander bygger pa idén att forsoka folja riktningsfiltet sa
noggrannt och effektivt som majligt.



Differensmetoder

Vi skall approximera l6sningen u(t) till differentialekvationen pa ett nét ¢, = a + nh for n =
0,1,---, N, med steglingden h = b_T“
Later vi u, beteckna approximationen av u(t,) och ersitter u'(¢,) med en framat differenskvot
D, u(t,) sa giller

u(tnir) = ultn)

D, ul(t,) = A ~u'(ty) = f(t, u(tn)) =

U(tns1) = ulty) + hf(ty, ulty,))

Detta ger Eulers framatmetod

Up+1 = Un + hf(tna un)

Utgaende fran begynnelsevirdet forsoker metoden folja riktningsfialtet med korta steg. Metoden
ar explicit eftersom alla virden i hogerledet dr kdnda.

Ersatter vi u(t,+1) med en bakat differenskvot D_u(t,1) far vi

ultnir) = u(tn)
h

u(tni1) = u(ty) + hf(tnir, ultng))
Detta ger Eulers bakatmetod

D_u(t,i1) = ~ U/<tn+1) = f(tny1, u(tnr)) =

Up+1 = Up + hf<tn+17 unJrl)

Metoden ar implicit eftersom u,, 1, som ar obekant, finns med &ven i f. For att ta ett steg maste
man normalt 16sa en icke-linjar ekvation

9(z) =2z —up — hf(tps1,2) =0

med t.ex. Newtons metod.
Vi kan ocksa integrera differentialekvationen fran ¢, till ¢,,, = t, + h och far

tn+1

u(tne1) = u(ty) + f(t,u(t))dt

tn
och kan sedan approximera integralen pa olika sétt.

Med wdnster och héger rektangelregel far vi Eulers framat- respektive bakatmetod och med tra-
petsregeln far vi den implicita trapetsmetoden

h
Upt+1 = Up + E(f(tna un) + f(tn—i—la un-i-l))

Om vi i denna metod ersétter u, 1 i hogerledet med en Euler framat approximation far vi Heuns
metod

et =t + 3 (F ) + F(n i+ R (1)

som ar en explicit metod.



Metoderna vi sett pa ar alla konvergenta, dvs. tar vi tillrickligt liten steglingd kan vi fa god-
tyckligt bra approximation pa ett dndligt intervall. For Euler metoderna géller att om vi halverar
steglingden sa (ungefir) halveras felet i approximationen. For trapetsmetoden och Heuns metod
giller att om vi halverar steglingden sa delas felet i approximationen med (ungefér) fyra.

Ett begynnelsevirdesproblem som beskriver férlopp eller processer vilka utspelas under tidsinter-
vall av mycket olika storleksordning kallas for styvt. T.ex. inom kemisk reaktionsteknik ar styva
problem vanliga. For styva problem maste implicita metoder anvénds, dvs. av typen Euler bakat-
metoden eller trapetsmetoden. Explicita metoder, som Euler framatmetoden eller Heuns metod,
blir mycket ineffektiva.

Hogre ordningens differentialekvationer

Hogre ordningens differentialekvationer kan skrivas om som system av foérsta ordningen. Dessa
system kan sedan 16sas numeriskt.

Som exempel tar vi den matematiska pendeln. En masspunkt med massan m hénger i en viktlos
smal stav av langden L.
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Med beteckningarna i figuren och Newtons andra lag far vi rorelseekvationen
mLO(t) = —mgsin(0(t))
Vi vill bestdimma l6sningen fér olika begynnelseutslag g, dvs. 6(0) = 6, da vi slipper pendeln
fran vila, dvs. (0) = 0.
Om vi later w = 6, dvs. infor vinkelhastigheten, kan ekvationen skrivas

{ 0 =w, 6(0) = 6

w=—%sin(f), w(0)=0

For att komma till standardform later vi u; = 0 och us = w och far

{ U/l = U9, Ul(O) = 00

uy = —Zsin(ur), ux(0) =0

Nu har vi standardformen

(525 e[ o0} [

u(0) = ug Us — & sin(u;)

Nu skall vi se hur vi 16ser detta system numeriskt i MATLAB.



Forst beskriver vi differentialekvationen med funktionen

function f=pendel(t,u,g,L)
f=[ u(2)
-g/L*sin(u(1))];

Sedan foljer vi I6sningskurvorna med ode45 for nagra olika begynnelseutslag och ritar en bild som
visar losningarna ¢ +— (¢, 0(t)) och fasportratten t — (6(t),0(t)) for de olika begynnelseutslagen.

g=9.81; L=0.1;
theta0=[30:20:110]*pi/180; col=[’g’,’b’,’m’,’c’,’r’];
tspan=linspace(0,1,200);

for k=1:length(thetal)
u0=[theta0(k);0];
[t,Ul=o0de45(@(t,u)pendel(t,u,g,L),tspan,ul);
subplot(1,2,1), plot(t,U(:,1),col(k)), hold on
subplot(1,2,2), plot(U(:,1),U(:,2),col(k)), hold on
end

subplot(1,2,1), hold off

xlabel (’$t$’,’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12)

ylabel (’$\theta(t)$’,’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12),
subplot(1,2,2), hold off

xlabel (’$\theta(t)$’,’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12)
ylabel (’$\dot{\theta}(t)$’,’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12)
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Fran figuren ser vi att periodlangden 6kar med 6kande begynnelseutslag, nagot vi sett redan forra

ldsperioden i en uppgift i " Tillimpningar i matematik med MATLAB”.

Uppgift 1. En ddmpad matematisk pendel beskrivs av

{ mLO(t) = —mgsin(0(t)) — cLO(t), t>0
0(0) =6y, 0(0)=0

dér ¢ dr ddmpningskonstanten.

Los problemet for L = 0.1, m = 0.1 och ¢ = 0.2 och nagra olika begynnelseutslagsvinklar.



3 Funktioner i tva variabler

Vi skall rita funktionsytor och nivakurvor till funktioner i tva variabler. Det blir framforallt i ndsta
lasperiod, nér ni ldser flervariabelanalys, som ni ser den stora nyttan med detta, men redan nu
kan vi kanske forsta gransvarden for funktioner i flera variabler lite béattre tack vare funktionsytor.

Funktionsytor

En graf till en funktion i en variabel f: R — R &r méngden {(z,y) : y = f(x)}, dvs. en kurva i
planet. En graf till en funktion i tva variabler f: R* — R dr méingden {(z, vy, 2) : z = f(z, v)},
dvs. en yta i rummet.

Som exempel tar vi f(x,y) = x cos(2x)sin(y) 6ver omradet 0 <z <4, 0 <y < 4.

Resultatet far vi med kommandot surf, vilket 4r motsvarigheten till plot da vi skall rita ytor.

>> x=linspace(0,4,30); y=linspace(0,4,30);
>> £=0(x,y)x.*cos(2*x) .*sin(y) ;

>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> 7=f(X,Y);

>> surf(X,Y,Z)

>> grid on

>> xlabel(’x’), ylabel(’y’), zlabel(’z’)

Uppgift 2. Rita funktionsytan till funktionen f : R? — R dir

f(z,y) = —zyexp(—=2(2* + y?))

over omradet —2 < x <2, =2 <y <2

Hur fungerar det?

Den yta vi skall rita upp bestar ju av alla punkter (z,y, f(x,y)), dir Ty, < < ZTpax och
Ymin S ) S Ymax-



Da vi skall rita ytan med surf krévs att vi bildar en m x n-matris Z med elementen

zig =[x, 4:)
dar Ty, =71 < 2o < -+ < Tp = Tmax 0Ch Yin = Y1 < Yo < -+ < Y = Ymax-
Légg maérke till ordningen pa indexen, element z;; skall innehalla funktionsvéirdet for = x; och
Y = Yi-
Stigande x-vérden ldngs rader i Z, dvs. stigande kolonn-index, och stigande y-vérden lings ko-
lonner i Z, dvs. stigande rad-index.

Vi gar igenom nagra alternativa losningar och vi ténker oss att vi i MATLAB redan skapat en
funktion f och koordinat-vektorer x och y med n respektive m element.

Alternativ 1. Vi bildar matrisen Z i MATLAB med

Z=zeros(m,n) ;
for i=1:m
for j=1:n
Z(i,j)=f(x(3),y(1));
end
end
surf(X,Y,Z)

Alternativ 2. I forsta alternativet fick halla reda pa var det skulle vara i respektive j. Med
funktionen meshgrid skapas tva matriser X och Y sa att X(i,j) har virdet x(j) och Y(i,j) har
vardet y (i), dvs. indexproblemet &r borta.

[X,Y]=meshgrid(x,y) ;
Z=zeros(m,n) ;
for i=1:m
for j=1:n
Z(i,j)=f(X(,3),Y(E,5));
end
end
surf(X,Y,Z)

Alternativ 3. Den allra smidigaste 16sningen far vi da vi later de néstlade repetitionssatserna
i tidigare alternativ erséttas av elementvisa operationer. Dvs. var funktion f maste anvinda
komponetvisa operationer. Vi slipper dven initieringen av Z.

[X,Y]=meshgrid(x,y);
z=f(X,Y);
surf(X,Y,Z)

Nivakurvor

Ett annat siitt att askadliggora en funktion i tva variabler f: R? — R &r att rita nivdkurvor, dvs.
méngderna {(x,y) : f(x,y) = ¢}, dér ¢ dr en konstant som anger nivan.

Som exempel tar vi
1
fly) = (52* = 1) sin(1 — )
over omradet —2 < x <3, -1 <y < 2.



Vi ritar nagra nivakurvor med

>> x=linspace(-2,3,40); y=linspace(-1,2,40);
>> f=0(x,y) (0.3%x.72-1) .*sin(1-x.%*y);

>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> 7=f(X,Y);

>> contour(X,Y,Z,30)

Vi far en slags topografisk karta av funktionen om vi ser funktionsytan som ett landskap och da
blir nivan helt enkelt hojden 6ver havet.

Uppgift 3. Rita nivakurvor till funktionen fran uppgift 2, dvs. f : R? — R dér

fx,y) = —xy exp(—2(2® + ¢?))
over omradet —2 < x <2, =2 <y <2

Gransvarden

Vi ser pa exempel 26, sid 38 i Persson-Boiers, Analys i flera variabler. Dar konstateras att
gransvirdet av funktionen

IL‘42

f(xa?/)zm,

(z,y) # (0,0)

i (0,0) inte existerar.
Vi ndrmar oss (0,0) lings vigen y = kz och far
rik%a? k22

fla,y) = fa, ka) = CENErS R T —0 da x—0

Sa om grénsvirdet finns, sa skall det vara 0. Men om vi istéllet ndrmar oss (0,0) lings vigen
2 o .
y = x° far vi

28

1

_ 2y _
f(:c,y) - f(.T,SL’ ) - (.T4—|—SL’4)2 - Z
Alltsa finns inte gransvéardet.

Vi ritar en bild med funktionsytan och nivakurvor, som visar hur vi kan ga uppe pa asen pa nivan
% eller nere i plattlandet ndra nivan 0.






