Sammanfattning Foreldasning 20

Divergens av ett vektorfalt

i) F=(P,Q)iR?
divF = op + Q
vE= ox dy
i) F=(P,0Q,R) iR3:
divF = 0P+0Q+0R
vE= ox dy 0z
Kortare: divF =V :F,darv= (5‘},%) ellerv= (%%%)
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Lat C vara en enkel sluten kurva som begransas av ett
omrade D € R? och I&t n vara en enhetsnormalvektor till
tangentlinjen till C som pekar ut fran D. D3 ar flodet av ett
vektorfalt F ut genom C:

C
J F-nds
C
Divergenssatsen for kurvor

[Fonas= [[avras
C D
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Om S ar randen till ett omrade E sa sager man att S ar en
sluten yta. S ar positivt orienterad om dess orientering
pekar ut fran E /

™
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Divergenssatsen
Lat S vara den positivt orienterade randen till ett
omrade E € R3 och F ett vektorfilt pd E.

Da ar

[[r-as— [[[awear
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Innebord av divergens av ett vektorfalt
Om F &r ett hastighetsfalt fér en vatska och E € R3 med
rand S, sa foljer av divergenssatsen att

{det som produceras } . {fl'ddet ut} _ { flodet }

eller konsumeras i E ur E genom S

 ([e-as = [[[awr av
S E

dvs. div F ar en "densitet" for hur mycket vatska som
produceras (om div F ar positiv) eller
konsumeras (om div F ar negativ).
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{det som produceras } _ .U divF dv
eller konsumerasi E E

Om div F(x, v, Z) > 0 blir HL positivt for allt tillrackligt sma omraden E
kring (x,y, z) och da maste vatska produceras kring (x,y, z). Sager da
att (x,y, z) ar en kdlla (source).

Om div F(x, v, z) < 0 maste istallet vatska konsumeras kring (x, y, z)
och man sager da att (x, y, z) ar en sanka (sink).

Om div F = 0 overallt sager man att F ar kallfritt (incompressible),
vilket innebar att genom varje omrade strommar lika mycket in som ut.
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Geometrisk tolkning av rot F:

Antag att F ar ett hastighetsfalt for en vatska.
Placera ut ett skovelhjul med centrum i en punkt (x,y, z)

Hastigheten av hur skovelhjulet
snurrar beror pa i vilken riktning
man placerar rotationsaxeln.

Hjulet snurrar som snabbast
om rotationsaxeln dr rot F.
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Antag att hjulet roterar
kring

e en axel med

riktningsvektor n (bl3)

och att det foljer

e encirkel C (gron)
som begransar

e enyta S (gra)

Da kan man ta n som
normalvektor till S.
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Hur snabbt hjulet roterar
ar proportionellt mot
arbetet av F langs C:

jF - dr = { Stokes sats }
C

= ﬂrotF~dS
S

=ﬂrotF-ndS
S
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Hastigheten av hjulet ar alltsa
proportionell mot

jfrotF-ndS
S

Om man delar dubbelintegralen
med arean av S och sedan later radien

ga mot 0 sa gar detta mot (rot F - n)(x, y, z). Detta blir
som storst om n och rot F pekar i samma riktning, dvs:

Hjulet snurrar som snabbast om rotationsaxeln ér rot F.
(nar storleken pa hjulet gar mot 0)
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