
Metod för att bestämma max och min till       ,
där       deriverbar på     ,  sluten och begränsad:

Kritiska punkter till  i  1)
Randpunkter till  2)

2.1) Kritiska punkter när ser  som funktion av en variabel 
längs randkurvor
2.2) Hörn, dvs. ändpunkter till randkurvorna

Detta kan preciseras om parametriserar randen med kurvor:

Max och min till  får man genom att jämföra funktionsvärdena i

Sammanfattning Föreläsning 8
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Optimering med bivillkor - Metoden med 
Lagrangemultiplikatorer:

•

För att hitta extremvärden till       under bivillkoret att

        (om extremvärden finns och          på 

        ):

Hitta alla lösningar      till  
                

        
för någon 

konstant  .

1)

Beräkna       för alla lösningar från 1). Det största värdet2)
ger maximum och det minsta minimum.

   Föreläsning 9 - slides sidan 2    



Integraler i en variabel

       
 

 
 "Arean under grafen     " 
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Integraler definierade genom att approximera grafen med 
rektanglar, beräkna arean av rektanglarna och gå i gräns
med finare och finare indelning
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Gör indelning
              
väljer punkter         

    
 

och skapar rektanglar mellan 

    
  och   

  i  -led och mellan

0 och     
  i  -led. 

Arean av rektangel nr i: 
    

     
       

Area av alla rektanglar (kallas en Riemannsumma för  )
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där gränsvärdet är att man tar finare och finare indelningar 
(dvs längden av delintervallen går mot  )
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För att beräkna längd av kurva     mellan    och    ,
approximerar kurvan med räta linjer, beräknar längden och
går i gräns:

Total längd:                                 
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Härleder formel för gränsvärdet av längden

                                

när     i specialfallet              :

Enligt medelvärdessatsen:                    
           

för något        
    

                             
                 

                            

=           
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Vi ersätter varje term i totala längden

                                

med                             
   

                    

och får då att längden av den approximerande kurvan blir
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Längden          
   

           
                   

   
           

         
av den approximerande kurvan är en Riemannsumma för

          
          

  
 

 

           
 

 

så när    så går längden av den approximerande kurvan 
mot integralen ovan vilket motiverar formeln för längden
(när kurvan är en graf).

För allmänna kurvor finns en skiss till argument på s. 652-653
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Frågor i classtime.com:

(procenten är som andel av alla svar, och skulle alltså vara 50% på varje rätt svar om alla svarat 
rätt, inte 100%)

Bara för att gränsvärdet finns längs några linjer innebär 
det inte att gränsvärdet existerar. Måste i så fall finnas 
oavsett hur närmar sig      !
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Andraderivatatestet:
                           

 

   :            lok. min,            lok. 
max
   : sadelpunkt

   Föreläsning 9 - slides sidan 13    



Om                      kan hända att lok. 

min. (      eller sadelpunkt (           .
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Om           ,           , så blir 

                  och         
   , så

   , och därför blir      en sadelpunkt. 
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      avtar när går i vektorn  's riktning, så           
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