Sammanfattning Foreldsning 8

Metod for att bestamma max och min till f(x, y),
dar f(x,y) deriverbar pd D € R?, D sluten och begrinsad:

Max och min till f far man genom att jamfora funktionsvardena i
1) Kritiska punkter till f i D
2) Randpunkter till D

Detta kan preciseras om parametriserar randen med kurvor:

2.1) Kritiska punkter nar ser f som funktion av en variabel
langs randkurvor

2.2) Horn, dvs. andpunkter till randkurvorna
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e Optimering med bivillkor - Metoden med
Lagrangemultiplikatorer:
For att hitta extremvarden till f(x, y) under bivillkoret att
g(x,y) = k (om extremvdrden finns och Vg (x, y) + 0 pa
gx,y) = k):

Vilx,v)=AVg(x,

1) Hitta alla I6sningar (x, y) till f( y) 9 for nagon

g(x, y) =k

konstant A.

2) Berdkna f(x,y) for alla I6sningar fran 1). Det storsta vardet
ger maximum och det minsta minimum.
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Integraler i en variabel

f;f(x) dx ="Arean under grafen f(x)"
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Integraler definierade genom att approximera grafen med
rektanglar, berdkna arean av rektanglarna och ga i grans
med finare och finare indelning
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GoOr indelning

Xo=a<x1 <-<x,=0b 2 -
ey * 18l S fx)
valjer punkter x;_; < x; < x; .
och skapar rektanglar mellan >
121 LL
, .
X;_1 och x; i x-led och mellan osl
0 och f(x}) i y-led. o8
0.4
0.2
Arean av rektangel nr 0 e

fle) (= Xi-1)

Area av alla rektanglar (kallas en Riemannsumma for f)
flx) (g —x0) + fz2) (2 = x1) + -+ fxn) (X — xXp—1)
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b
| PO dx = Jim FOI G = x0) + o+ £ Cn = 20

dar gransvardet ar att man tar finare och finare indelningar
(dvs langden av delintervallen gar mot 0)
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For att berdakna langd av kurva r(t) mellant = aocht = b,
approximerar kurvan med rata linjer, beraknar langden och

gar i grans:
r(tn 1)

r(tn)
r(to)

Total langd: |r(t1) — r(t0)| + -+ |r(tn) — I'(tn—1)|
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Harleder formel for gransvardet av langden

() = r(to)| + - + r(tn) = r(tn-1)|

nar n — oo ispecialfallet r(t) = (¢, f(t)):

Enligt medelvardessatsen: f(t;) — f(ti—1) = f (t)(t; — ti—1)
fornagott;_; <t; <t

r(t) —r(ti)| = JE—ti_)? + (F &) — f(ti_1))?
= J(ti—ti_)? + (F (&) (E—ti-1))? =1+ f/({t)?(ti—ti—1)
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Vi ersatter varje term i totala langden

r(t1) —r(to)| + -+ [r(tn) — r(tn-1)|
med |r(t;) —r(tisq)| = V14 F/(E)%(Ei—ti_q)

och far da att langden av den approximerande kurvan blir

V1+ (D26 —te) + -+ 1+ f(6)2(tn—tn-1)
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Langden /1 + f/(t)2(t1—to) + -+ 1+ f(t:)2(tn—tn-1)
av den approximerande kurvan ar en Riemannsumma for

b b
jJ1+f’(x)2dx=j Ir'(x)| dx

sa ndar n — oo sa gar langden av den approximerande kurvan
mot integralen ovan vilket motiverar formeln fér langden
(nar kurvan ar en graf).

For allmanna kurvor finns en skiss till argument pa s. 652-653
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Fragor i classtime.com:

Gransvarden
tav f(x,y) nar (z,y) garmot (0,0) js x-axeln, y-axelr
v‘! J" ett [ [ Kl
{ n gransvardet av f(a, y) nar (z, y) gar mot (0, 0) existerar
svardet av f(z,y) nar (z,y) garn
e ransvardet av f(z,y) nar (x,y) garn (0,0)ar3

t (0,0)

19%

(procenten ar som andel av alla svar, och skulle alltsa vara 50% pa varje ratt svar om alla svarat

ratt, inte 100%)

Bara for att gransvardet finns langs nagra linjer innebar
det inte att gransvardet existerar. Maste i sa fall finnas

oavsett hur narmar sig (0,0)!
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Hojdkarta

Féljande &r en hojdkarta for en funktion definierad pa D = {(z,y) | 2 <2 <2,-2<y < 2}
Vilka punkter ar globala minimum for funktionen pa D? (mer &n ett svar kan vara korrekt)

@ (-2,-1) 47%
@ (2,-1) 40%
9 (1,0 7%
O (-2.2) 5%
Q (0,-2) 2%
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Andraderivatatestet:

D = fix(a, b)fyy(a: b) — fxy(ar b)*
D > 0: f,.,,(a,b) > 0 =lok. min, f,,(a,b) < 0 = lok.
max

D < 0: sadelpunkt
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Andraderivatatestet 1

Vilket av foljande racker for att avgora om en funktion f(x, y) har ett lokalt minimum i en kritisk punkt
(a,b)?

Q foo(a,b) >0, fyy(a,b) >0 59%
0 nget av ovanstaende 35%

Q fi(a,b) <0, fyla,b) >0 6%

Om fyx(a,b) >0, f,y,(a,b) > 0 kan hénda att lok.
min. (x? + y?) eller sadelpunkt (x? + y? + 10xy).
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Andraderivatatestet 2

Vilket av foljande racker for att avgora om

° nget av ovanstaende
® fi:(a,b) <0, f,(a,b) >0

0 fee(a,b) >0, f,(a,b) >0

Om fyx(a,b) <0, fy,,(a,b) > 0, s blir

en funktion f(z, y) har en sadelpunk

en Krit

sk punkt (a, b)

68%

10%

frx (@, b)fyy(a; b) < 0 och fxy(a, b)2 > 0, sa

D < 0, och darfoér blir (a, b) en sadelpunkt.
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Riktningsderivata

Bilden ar ¢ on f(z,y), med en riktningsvektor u utritad i (0, 0). Vad ar
Dy f(z,y)

/‘,
&
Q 7%
QN 4%
( “

f(x,y) avtar nar gar i vektorn u's riktning, sa D,,f (0,0) < 0
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