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1. Beridkna lingden av kurvan
=3 y=81t+1*7 0<t<2
2. Berdkna krokningsradien fér kurvan
r=2t y=32 z =3

).

i punkten (z,y,z) = (%’

o

1
3

3. Berédkna
1 — cos(a + 2b)

lima ) (0.0) a2 + 452 + 4ab

4. Bestdm lokala max.-, min.- och sadelpunkter for funktionen

2
flx,y) = 2° + 52 — zy + In(>)
Y

9. Berdkna kurvintegralen

/ 3¢%y dr + (2° + 4°) dy
c

dér C ar parabelbagen y* = z fran punkten (1, ~1) till punkten (1,1).

. 2
/ Ety? dy

x? + 2

6. Berikna

dar D dr omradet #2 + 32 < 1, y > 0.

7. Beriikna arean av den del av ytan flr.y) = xy vars projektion pa
xy-planet ar féljande omrade 22 + y? < 3, y >0, y>xv3. VANDI!!



8 Lat F = (o(z2+ 12 + 22, yla? + P + 29, (a7 + y° + z?)) vara hastig-
hetsvektorn i en vitskestromning. Berikna nettoflddet ut ur den totala
begrinsuingsytan till cylindern

I2+y2§4, 0<z<3.

Alla problem utom tva sista ger 6p max. Varje av dem tva sista pro-
blemen ger 7p max.

Lycka till!

3]



FORMELSAMLING I FLERVARIABELANALYS

Kurva { rummet pd parameterform:

[X= xtg eller med vektorbet. }Sg:mf}lt. rvats [X= %+ in
= a lmmjens ekvation: = v

Iy T T (t) = (x(t), y(t), z(t)) J 1 Y=Yo+tVy

2=zt (tangent och normal) Z=25 +V,t

X3 tz
Area under plan kurva p& parameterform: Jydx = [yt xitdt .
v X 3|

i . [x=1(0)cosH
Polar form r = r(8) skrivs p& parameterform: {y =r(p)sing

to
Béglingd for kurva pa parameterform: L = [Ir®|dt . speciellt
ty

ty ) X9 5
Iplanet: L= [ Yx +y dt, eller L= JVL+(f1(x)° dx

1 2 L2 1 t2 f.2 o2
xTzL{x(t) X +y dt , YT=L Ef}’(t) X +y dt
1 ' 1

Krokning for kurva: K(t) = '—r[l”—élrgi)-'
by

lf”(X)l
[+ (£ (x))2] 372

speciellt i planet: K(x) =

Krdokningsradie: R = -11{—

Torsion: T ~ (}(t,) . 'r'(?) - .g’(t)
[r(t)x rt)|
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Approximationssatsen:

flx+ax,y+ay)-flxy) =

f,’c(x,y)Ax+f3’,(x,y)Ay

~ Af differens df differential

: Cdf _afdx ofdy df _afdx  of dy  3f dz
Kedjeregeln: gy =at *aydat *©  df “axdt T ay dt *ozdt
(of _of ax , 8L 9y of _of gu  3f av
jou X u 4y du X du dx Iv X
3 och i och
(oL L afax, Aoy 4 _afogu IV
LV ax ov | dy av lay du ay " av ay

Taylors formel i tva variabler:

f(x,y)=f(a,b)+ & (a,b)(x-a)+f,(a, b)(y b)+
' 2‘[f,'éx (a,b)(x-a)? +2f5(a,b)(x -a)ly ~b) +fyy(a,b) (y ~b)%1+
e, b) G- 2)° + 88y @,b) (x - a)°(y = b) +

364y @.b) Gx-a) (7 - )+ £y @.B) by - b+ .

Max.- , min.- och sadelpunkter:

fi,la,b) i (a,b)

fx(ab)=f3(ab)=0, T fyx(a,b) fy @.b)

fil.@,b)> 0 =(a,b) lok.minp.

D>0 och {f;’é((a,b] <0 = (a,b} lok.maxp. '

D <0 = (a,b) sadelp.

Lagranges multiplikatormetod:

f(x,y) maximeras eller minimeras under bivillkoret g(x,y)=0.
Bilda H = f - g och 16s ekv.syst. Hy =0 ,Hy =0 och g=0.

Gradient: ad f = (£ ,£5,12) Riktningsderivata: f. = e - grad f(a,b.c)}
er x Ay 1z g e gr

[-lgrad f(a,b,c)| = f{ < |grad f(a,b, )|}

Nivayta: gi{x.y.z)=z-{(x,y)=C, Normalvektor: n =grad g .

(Tangent-) planets ekvation: n,(x- %)+ ny(y ~yo)+My{z-2,)=0



X9
Skivformeln: V = x f if (x))2 dx dar x-axeln ar rotationsaxel.
x]

Guldins regel: Rotationsvolymen = Arean - Tyngdpunktens vag .

Dubbelintegral, speciellt: [ dxdy = Ap .

D
Variabelsubstitution: dxdy = xy) dudv
du,v)
X=TIC0SV 2 2

Speciellt polara koord: { v X +y2 =17, dxdy =rdrdv .

y=r8inv

Geometriskt moment med avseende p& linjen x - a resp. y=b:

My = [ (x~a)dxdy resp. My = [[(y -b) dxdy .
D D

; : - =L \
Tyngdpunkt f6r yta i planet: x; Ap _g'xdxdy , Y Ap gy dxdy .

Troghetsmoment med avseende p& linjen x =a resp. y=b:

Iy = [ (x- a)*axdy resp. I = [J(y -b)2dxdy .
D D

Polért troghetsmoment med avseende pd punkten (a,b):

lo=f [x-2)°+(y-b’ldxdy = I, + 1.
D

Trippelinte , sSpeciellt: dxdydz = Vp .
D
D

Variabelsubstitution, speciellt sfariska (rymdpoléra) koordinater:

[x: rsinfcosv

=rsinfsiny x2+y2+22=r2. dxdydz:rzsme drdédv .
y
Z=TCOosH

och cylinderkoordinater:

[x-rcosv
2 2

Ty:rsmv , x2+y =1r" , dxdydz=rdrdvdw.
Z=W

123



124

Tyngdpunkt {6r kropp i rummet:

X =—\—/,l]3—ﬂD]‘xdxdydz . VT =~‘—}5f§‘ydxdydz . =-\%;fgzdxdydz.

Kurvintegral: W=J‘F-dr = {Pdx+Qdy .
LD c C

Greens formel: § Pdx+Qdy = ([ (Qk - P;)dxdy .
C D

dar C ar slaten, ett varv moturs, runt D.

F = (P(x.y),Q(x,v)) gradienifélt om potentialfunktion ®(x,y):
F = (P, Q) = (¥, P}) = grad . '

Exakt differentialform: d¢ = &y dx + d)':v,dy =Pdx + Qdy.

D3 galler: £de + Qdy = {dq} “’[(D](Xf,yle

Exakt differentialekvation: d¢(x, y)=P(x,y)dx +Q(x,y)dy = O

har allmén 16sning ¢(x,y)=C.

Yta i rummet pd parameterform:

[*= x%u, V; eller med vektorbeteckning
13;: ;E"Y) r{n,v) = (x(u,v),y(u,v), zu,v)).

har normalvektorn: n=r) x 1y,.

Arean av en yta pd parameterform: Ag = J Iry xxldudv .

Dyv

Arean av en funktionsyta:  Ag = [[ ()7 + €))% +1 dxdy .
D

Arean av en rotationsyta: Ag = 2x f fx)V1 + (f'(x))2 dx
X1
dar x-axeln ar rotationsaxel.



Ytintegral av funktionen g 6ver ytan S:

[J8dS= [elx. v),y(u,v),zu,v) {ry <1y [ dudv

s Duv
{2322} °ﬂg(x.y,f[x,y))\/[f;()2 +(f5)* +1 dxay
D

Tyngdpunkt for yta 1 rummet:

A - - e
xT=AngdS. yT Asg'yds, ZT AS'gZdS

Normalytintegral av vektorfaltet F §ver ytan S:

[JF-dS= [F{)-(x), xry)dudv

S Duv
eller
{s }=ﬂP(x,y,z)dydz+Q[x,y,z)dzdx+R(x.y,z)dxdy
pec. X

Kalltdthet (-styrka): divF = Py +Qy +Ry

Gauss' divergenssats: JF-ds= [[f v F dxdydz
S D

dér S ar sluten med normal utat,

€1 €2 €3

Virvelvektor: 1otF = :g(— 5@}7565 = (Ry - Q. P - Ry, Q4 — P})

P Q R

Stokes' sats: fPdx+Qdy +R dz = [[rotF -ds = [ TotF(r)- (r}, xxy,) dudv
' c s Dyv
dar C &r sluten kurva runt S.

rotF =0 <« F =grad ®
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2@%&%\@(\\\(@ o da. \q)wcm OOV KW\%

uaxeln. - f (x) =2 N> W/xaf(x ox

AN AV e Yoiehons %«c\

As= T / Wﬂm dt

dir x-qreln ar rotaronsaxel 00
f-xwy | |
t<t<%y\ (
e G o
RO
Kurl/cmz«.”(fm’g 58 ‘:
- AS SF cer—ﬁpomaa%f*“z ik

A= S(P(x;g,%)-k  QlnyR)y + Réx,g,z)‘z) oAt .
Om rot E =0, ex{s%ercaf P sadan att
| \{?'OJF = q:‘(aho(punk%)“@(&Jﬁm‘pwﬁ).

E =<<frao( P och
| .
gﬁ-d:’@ ar ogeroeno& av C mella, Eidmamlded |
- (x(£o), y (£o), 'Zf’fo)> oc kL (xl(aé,),g(zé, ), z(—é,)), om rorF=0.
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VIKTIGA :: DERIVATOR OCH INTEGRALER

De derivator och integraler som presenteras har forviintas ni kunna utanti]l,

DERIVATOR ::

Funktion | Derivata | kom rnenteuj
i
j
z" rg’1 r#0
et e¥
sing cosz
cos —sinzx
2 1
tanx | 14+tan®z | eller T
1
In T P
arctanz -
14z
arcsin z L
1~z
.
arccosx m
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PRIMITIVA FUNKTIONER. ::

k f ( ffdz kommentar
{
|
ar L +C r# -1
1 Inlz|{+C
sinx ~cosz +C
cos T sinz + C A
e | serctanac +C
Inz zhnz—-z+4+C partiell integration!

W v L aresin(az) + C

e* e+ C

i+
H

tanz + C




