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1. Berdkna lingden av kurvan
=32 y=8(t+1)%2 1<t<3
2. Berékna krokningsradien for kurvan '
=2t y=23t, z =3¢
i punkten (z,y,2) = (1, %, 2),

3. Uppskatta differensen
012

) 1
3, o8 - GTCSZHZ

arcsin

med hjilp av approximationssatsen.-

4. Bestdm lokala max.-, min.- och sadelpunkter for funktionen
2
flz,y) =2* + 6z —zy + ln(%)

5, Ber_'alkna kurvintegralen
/ 3a1y? dr + (22 + 49®) dy
c

dér C &r parabelbdgen y? = 2z frin punkten (1/2,—1) till punkten
(1/2,1).
6. Berdkna

2
f (::2_:_?;)2 dx dy
dér D &r omradet z° +y? < 4, y > 0.

Ao i amd el o e

7. Berékna arean av den del av ytan f(z,y) = ay vars projektion pa
xy-planet #r fljande omrade 2 +12 < 3, ¥ > 0, ¥ < V3.

8. Berikna ‘volymen av den kropp som alstras da kurvan
y=2z'In(2z), 1<z<e

roterar kring x-axeln.

Alla problem utom tva sista ger 6p max. Varje av dem tvé sista pro-
blemen ger 7p max.

‘Lycka till!



FORMELSAMLING I FLERVARIABELANALYS

Kurva i rummet pd parameterform:

*= X0 ejer med vektorbet.

T\y =y(t) r(t) = (X[t),Y(t):z(t))

z = z(t) (tangent och normal)
X9 ta
Area under plan kurva pa parameterform: fydx= f yit) x(t)dt .
' X1 5]

Poldr form r = 1(8) skrivs pa parameterform: {X = 1(B)cos @

y=r(0)sing
ta
Baglingd for kurva pd parameterform: L = fIrtdt , speciellt
t
t2 . 9 - .2 X9 5
iplanet: L= [ Yx +y dt, eller L= [vI1+(f'(x)* dx
5] X1

. 2 fo 2 .2
och i rummet: L = f¥x +y +z dt.

1

Tyngdpunkt f6r kurva i planet:

t2 ’.2 .2 12 2 .2
XT=fo(t) X +y dt , _VT=—I: fy[t) X +y dt

Krokning for kurva: K(t) - L0 XX

Irit)3

lfn{X)I
[1+(f'x))2

speciellt i planet: K(x)= ]3 2

Krokningsradie: R = -Il{-

(ri) x () * F'1)
[tt) % ¥ (0]

Torsion: T =

Speciellt [ X = Xg + Vit
Rata linjens ekvation: {y =y, + vyt
Z=2Zy + Vit
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Approximationssatsen: Flx+ ax,y + ay) - f(x, V)= (x,y)ax +ip(x,y}ay

- Af differens df differential

: . 4f _of dx | of dy df _osf dx  of dy  of dz
Kedjeregeln: = orat vy ar ° df ~axdt” 3y dt "oz dt
(af _ of ox  of 9Y af _ of ou | of ov
Iau dx du 4y ou 0X oJu ox dv ax
] och { och
| of _ofax, of &Y oL _of gu  of 9y
lav_axav dy ov [BY du dy  av dy

Taylors formel i tva variabler:

f(x,y)=f(a,b)+ff(a,b)(x-a)+ £ (a,b}(y —b)+ _
ilf(a,b) (x- 2) + 26 (a,b) (x - a) (y ~b) + £y (a,b) (y - b)?] +

“E%E[f}’gcx(a.bJ x-a)?+ 365y (a,b) (x-a)%(y =b) +

3fxyy (@,b) (X -a) (Y-b]2+f§§fy @.b) (y - b1+ ...

Max.- , min.- och sadelpunkter:
{4.(a,b) fxyla,b)

f¥x(@,b)> 0 = (a,b) lok.minp.

D> 0 och {f}‘é;(a’b] <= (a_,b} lok. maxp. '

D <0 = (a,b) sadelp.

Lagranges multiplikatormetod:

f(%,y) maximeras eller minimeras under bivillkoret g(x,y)=0.

Bilda H=f-Ag och18s ekv.syst. Hy =0, Hy =0 och g=0.

Gradient: grad f = (fz,f;,f;) Riktningsderivata: f = € - grad f(a,b,c)

[-|grad fa,b,c)| = £, < |grad f(a,b,c)|]

Nivayta: gix,y.z)=z-f(x,y)=C, Normalvektor: n=grad g ,

(Tangent-) planets ekvation: ny (x- X,)+ny(y -yl +mnglz-2z,)} = 0.
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X9
Skivformeln: V==x I (f {x)]2 dx dar x-axeln ir rotationsaxel.
X1

Guldins regel: Rotationsvolymen = Arean - Tyngdpunktens vig .

Dubbelintegral, speciellt: ﬂ“ dxdy = Ap .
D

0 (x, -
Variabelsubstitution: dxdy = 9ix,y) dudv .
¢u,v)
Speciellt polidra koord: {X -r C(_)SV x% y2 - 12, dxdy =r drdv .
y=rsinv

Geometriskt moment med avseende pa linjen x =a resp. y=b:

My = [J (x-a)dxdy resp. My = [[(y -b)dxdy -
D D
Tyngdpunkt f6r yta i planet: x; = -Kl- [fxdxdy , yg= AL J[y dxdy .
D LD

Troghetsmoment med avseende pa linjen x = a resp. y=b:

Iy = [ (x- a)2dxdy resp. I, =¥ ~b)*dxdy .
D D

Polart troghetsmoment med avseende pd punkten (a,b):

Ie=.[]'[[:5c—a]2+(y—1:1]2] dxdy = Iy +I.
D

Trippelintegral, speciellt: | J[f dxdy dz = Vp, .
D

Variabelsubstitution, speciellt sfiariska (rymdpoléra) koordinater:
[ X=rsinfcosv
2 2

ly =rsinfsinv x2+y2+z =1°, dxdydz:rzsinﬁ drdodv .
1z=rcose

och cylinderkoordinater:

[X=rcosv
1y=rsinv . )<;2+yz=r2 , Uxdydz=rdrdvdw.
Z=W
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Tyngdpunkt for kropp i rummet:

A _ 1
X1 =vl£f_g‘xdxdydz . Y = Vng'ydxdydz . 2p = Vbe[zdxdydz.

Kurvintegral: W=fF-dr = [Pdx+Qdy .
L 1D C C

Greens formel: § Pdx+@Qdy =[] (Q% -Py)dxdy .
C D

dar C ar sluten, ett varv moturs, runt D.

F = (P(x.y),Q(x,y)} gradientfilt om potentialfunktion ®(x,y):
F = (P, Q) = (¥, D}) = grad ©. |

Exakt differentialform: d® = @) dx + P, dy =Pdx + Qdy.

o (X0.¥0s)
Da galler: gde + Qdy = éd@ = [cp]tx;z.lel

_Exakt differentialekvation: d¢(x,y)= P(x,y)dx + @Q(x,y)dy = O

har allmén 16sning ¢(x,y)=C.

Yia irummet pa parameterform:

[X - xgu, vi eller med vektorbeteckning
13; ; )ZT(;l,;f] r(u,v) = (x(,v),y(u,v), zfu, v)).

bhar normalvektorn: n=r x 1.

Arean av en yta pi parameterform: Ag-= [ Iry xxgdudy .
Duv

Arean av en funktionsyta: Ag =ﬂ"\/ (f;ilz + (1"3‘,)2 +1 dxdy .
D

Arean av en rotationsyta: Ag = 2n f )V +(f '(x))2 dx
X

dér x-axeln ar rotationsaxel.
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Ytintegral av funktionen g éver ytan S:

Jgds= [elxu,v),yu,v), zm,v) |x, xx,|dudy

S DL‘LV
{2}3122 } = Jexy. 130 (02 + €)% +1 dxdy
D

Tyngdpunkt {6r yta i rummet:

:DIH

1 A
XT:EngS , T=A‘g R ZT ngds

Normalytintegral av vektorfaltet F éver ytan S: -
ﬂ‘F dsS = [[F{r)- (), xx}dudv

D uv

{leer } = [Py, 2 dydz + Q(x,y,z)dzdx + R(x,y,2z)dxdy
pec. ?

Kalltidthet (-styrka): divF =P, + Qy +R;

Gauss' divergenssats: [fF-ds= [[f v F dxdydz
S D

dar S 4r sluten med normal utat.

€1 ©2 €3
Virvelvektor: rotF = -2 %;% - (Ry -Q;. P; - Ry, Qx - By)
P Q R

Stokes' sats: fPdx+Qdy +Rdz = _U‘rotF *dS = {TrotF(r). (v, xr}) dudv
' ' C Duv
dar C ar sluten kurva runt S.

TotF =0 « F=grad ®
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Rorosionsol %m da kowcm OLerOl  RNNQ
waxeln. y-f(x) = \- W/xaf/x Jdx

wam AV mmm (ONRU Qw
As- Q’F’/g(i)/)\ VERNE:

dir x-queln dr roraronsaxel for

(v «xiy
t;)( X tet<ty
U

Kurl/iml@(ff”é- c 5’@ |
| A=\ Bed? = S\pcf“Qoﬂduu—Rofz .méo@
C . ©
T=(pr,aRr), C=(, 44 z(é))
' t,et <t .

A- f{(P(x}'g,%)-i + Qlng2)Y .+ fo,g,%)-é) ot .

Om rot F=0 , oxisterar . P sddan atf

F-grad @ och j o = Plandpunkt)- Pllactpinkd).

SFJ:‘@ ar ogeroena[z av C mellay, idralied |
- CX('E) g[‘tl:o} 2 (%, )) ock (x[é) é{({— Z(‘(E,J), om FtﬂLF:O.
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VIKTIGA :: DERIVATOR OCH INTEGRALER

De derivator och integraler som presenteras hér forviintas ni kunna utantill.

DERIVATOR ::

Funktion | Derivata | kommentar
z" rrT—1 r#0
e* et
sinz COST
cos —sinzx
2 1
tanz | 1+tan®z | eller _l—
1
Inzx =
arctanr 1
1+z
arcsinz L
1—-x
arccosxT | —-—l
-z
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PRIMITIVA FUNKTIONER ::

f ffdz kommentar
s | =ec o
: Injz| +C
sin —cosz+C
cos T | sinx+ C ‘
ﬁﬁr % arctanaz + C
Inz zhhz—z+C partiell integration!
1_1(@)2 1 ﬁrcsm(am) +C
e* e+ C
g;e—x tanz + C




