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1. Berdkna gransvérdena:
1‘3 3

(a) lim(zy)-(0,0) 273525 (5p)
. Z‘B 3
(b) lima,y)—0,0) 72z (2p)

2. (a) Berékna krokningsradien for spiralen 7(t) = (cost,sint, t). (5p)

(b) For vilket ¢ dr radien maximal? (2p)

3. Bestam lokala extrempunkter samt terasspunkter (sadelpunkter) for

fr,y) =2 + oy +y° — 22 —y. (6p)
4. Berikna lingden av kurvan y = xy/z, 0 < x < 13. (6p)
5. Bestam tyngpunkten for halvcirkelskivan 0 < y < /1 — 2. (6p)

6. Planet /2 +y/2 + 2/2 = 1 delar ellipsoiden x?/4 + y*/4 + 2%/81 < 1
i tva delar. Bestdm volymen av den mindre delen. (7p)

7. Beriikna kurvintegralen |, o 2rydz + (22 — y?)dy ldngs kurvan

C:x =24/1—4%/9 mellan punkterna (0, —3) och (0, 3). (6p)
8. Beriikna normalytintegralen av vektorfiltet F' éver ytan S: [[, F e dS,
dir F = (2%y,y — 2y2,32), . > 0,y > 0,2 > 0. (7p)

Betygsgranser: for 3 kriavs 20p, for 4 kravs 60% av den totala podngsumman,
for 5 kriavs 80%. Lycka till!



FORMELSAMLING I FLERVARIABELANALYS

Kurva i rummet pa parameterform:

[x= X1 oller med vektorbét,

15; =y(t} r (1) = (x(t), v (0, 21} Réta linjens ekvation:

z = z(t) (tangent och xiormal)
Xo to
Area under plan kurva pd parameterform:  fy dx= {y(0) X(t)dt .
X !

x=1{8)cosd

Poliir form r = 1 (9) skrivs p& parameterform: {y =r(p)sing

2
 Baglingd f5r kurva pa parameterform; L= f lf(t)ldt . Speciell
: 51

.2 B ‘2 Xz
tplanet: L= { yx +y dt, ecller L= f 1+ {f(x))% ax
8] &1

. t2 o 2 .2
ochiirummet: L= f YX +y +2
ty

at .

. Tyngdpunkt for kurva i planet:

2 ‘/.2 .2 12 2 .2
xT=fo(t] % +y dt , yr=1 fy{t} % +y dt

t; ' £

Krokning for karva: K(t) = ’(t.}(;]refm
¥

lfn{x)l .
[+ ()42

speciellt i planet: K{x) =

L

Krokningsradie: R ~ K

(x(t) x (1)) * +'(1)
R x T2

Toxsion: T =

YV =Yo tVyt

Speciellt X = X b Vgl
Z= g + Vgl
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Approximationssatsen: Sz %y + Ay) - f(x, Ve £ (x,y) ax +ig (X, ¥} Ay

v

" Af differens af differential

y Cdf _atdx  of Ay af _afdx  of &Y | of dy
Kedjeregeln: g =Grat oyt *  dr - a dt oy dt * oz at
(8L _ 4f 9% , 5f 3Y af . 9f pu , af pv
]au X in 8y du 0X Ju 8x 4v ox

och och

{
oL 2Lox, ol dy Of _ of gu  of gy
[av"axav ay av lﬁy du 3y =~ ov 3y

Taylors formel i tva variablex:

flx,y) =1(a,b)+ £ (a.b) (x~ a) + £}, (a,b) (y — b) + ‘
ol (@, b) (- a)? + 26 (a,b) (x - a) (y ~b) +E5 2, b) (v -b)2 1+
i Ea,b) - 2)% 4 82 (a,b) (x - a)%(y - b) +

35y b) x-2a)(y - b)” + iy @.B) (v~ 1) ...

Max.~ , min.- och sadelpunkter:

, fix(a,b) fZ,(a,b)

fix(a,B}> 0 = (a,b) lok. minp.

fitef@,b) < 0 = (a,b) lok maxp. ' LD <0= (@b} sadelp.

D>Dc;ch{

Y

Lagranges multiplikatormetod:

f(x,y) maximeras eller minimeras under bivillkoret glx,y)=0.

Bilda H=f-X\g ochlds ckv.syst. H, = 0, Hy «0 och g=0.

Gradient: grad f = (ff,f;,1}) Riktningsderivata: £ = € - grad f{a.b,c)

[-lgrad fla,b,c)| = f; = |grad i(a,b,c)]]

Niviyta: g(x,y,2)=z-f(x,y) = C, Novmnalvektor: n =grad g ,

(Tangent~) planets ekvation: n,(x- x,)+ Ny ~ygl+nylz~25)m Q.




X2
Skiviormeln: V=rx f [fx)]
]

Guldins regel: Rotationsvolymen = Arean - Tyngdpunkiens vig .

2dx  dar x-axeln &r rotationsaxel.

Dubbelintegral, specielt: [['dxdy = Ap .
- D

X, y)

Variabelsubstitution:  dxdy = I Ty dv .

X=TCO8V

2,2 .2
y=rsimy , XOryY =y?, dxdy =rdrdv .

Speciellt polara koord: {

Geometriskt moment med avseende pa linjen X =a resp. y=b:

My = [f (x~a)dxdy resp. My i[{{(y -} dxdy .
D

Tyngdpunkt for yia i planet: Xq = ..A.._lg I xdxdy , yg= -Alg ﬂ' y dxdy .
D D

Troghetsmoment med avseende pa linjen X =a resp. ¥ =b:

Iy =gtx-a32dxdy resp. Iy = v ~bdxdy .

Poldrt troghetsmoment med avseende pa punkten (a,b):

Ie=ﬂ‘[(x-a)2+(y‘~bJ2] dxdy = Iy +Iz-
D

Trippelintegral, speciellt: [ff' dxdy dz = Vp .
' D

Variabelsubstitution, speciellt sfiariska (rymdpolara) koordinater:

x=rsinbcosv _
y=rsindsiny , x2+y2+z2mr2 , dxdydz=r‘?‘sin9 dr d0dv .
1z=rcosﬂ

och cylinderkoordinater:

[¥=rcosv
1y=rsinv . x2+y2=r2 , dxdydz=rdrdvdw.
7= W
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Tyngdpunkt f6r kropp i rummet:

1
=;}gﬁgxdxdydz. yTn;%Igydxdydz, zT=-{,11;ffozdxdydz.

Kurvintegral: W= [F.dr = [Pdx+Qdy |
L AP c e

L.
Greens formel: j‘de+Qdy=[f(Qx ~Fy)dxdy.

dér C ar sluten, ett varv moturs, runt D.

F = (P(x.y),Q(x,y)) gradientfilt om potentzalfunktion B(x,y):
=(P, Q= (P, Py) =grad ©,
Exakt differentialform: do = Pl dx + (I)S,dy =Pdx + Qdy.

(Xg Ya }

DA galler: [Pdx + Qdy = [aP = [Q)J(XI’Y“
G C

Exakt differentialekvation: Add(x, ) = P(x,y)dx + Qxyidy = 0

har allméin lésning ¢(x,y) = C.

Yia irummet pd parameterform:

(X~ xgu, v; eller med vekiorbeteckning
13;__: :;T{-;j;’;; r{u)v) = (X(U,V),Y(u, v)n Z{'LI,V))‘

har normalvektorn: n=r/ « 1.

Arean av en yta pd parameterform: As= [ |vy xryjdudy |
Duv

Arean av en funktionsyta: Ag ~ ﬂ",/ (%) + €)% +1 dxdy .

X3
Arean av en rotationsyta Ag = 2n [ {x)V1 +(f‘(x})2 dx
*1
dér x-axelt dr rotationsaxel.
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Yiintegral av funktionen g éver ytan S:

[J8dS= [elxtu,v),y(w,v), zu,v)) |x x 13| dudv
S

Dy

[opet ) = retmy 20e ) 0% + 62 1 axay
D

Tyngdpunkt {Or yia I rammet:

wl -
meAsgxds . —yT=ASJS]‘de , sz—Al-ggzdS .

Normalytintegral av vektorfiltet F éver ytan S: -

[JE-dS = [JF{)«(ry xx,) dudy

S Dyy ) :
eller P(x,y, 2) dydz + Q(x,v,2)dzdx + R dx
apec. u‘jg %y, 2dydz + Q(x,v,2 +R{x,y,2)dxdy

|
1

Kélltdthet (-styrka): divF =P, + Qy +R;

Gauss' divergenssats: JfF-d8= fif divF dxdydz
S D

dér S ir sluten med normal utit,

Gy €2 €3

Virvelvektor: rotF =|-& 7% 2| =Ry -G} P~ R, Ok —P)) _

P Q R

Stokes' gats: FPdx+Qdy +Rdz = [[T0lF +d8 = JlrotF(x). (), xxy) dudv
' ' ¢ S ' Duv : .
- dar C dr shuten kurva runt S.

I0tF =0 « F =grad®
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Rotosenswolym da. kor von mkmv K‘m\% )
\SOO\Q {(X -—~7\['771/ .{ OX

Arean S\ en (oka on&gm

As- Qﬂ/g(%)/ﬁg?dt

dar x-qreln ar mmmoma% {0‘

;
ng%)) ety - L

KMFVin'iLf(fr“’g ' 5_@;"
A 5[:’ Gfrﬂgpogx+ﬁo(é/+ﬁ.o?1 mﬂi

ﬁg(pja,@) C = (xt4), g ) 2(6}) o
- Lost et | (

A@" f{(P(x;g,%)-k + Qg2 ‘+‘Réx,gla)-é) ot .

Om rot F =0 existerar . P sidan att

.—:gr‘qo{ P ech j?.d}j‘ - qp(aha{]?uka.)w@(ﬂar%puuﬂ).

¢
S IF @ Gr ogeroem&a av C  mellay e lret _
- (x( o), ¥ (o), '2[15.,)) PYA (xlﬁé, }}-ég&é‘, ), z(ﬁ))’ om rotF=0,
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VIKTIGA :: DERIVATOR OCH INTEGRALER
m

De devivator och integraler soin presenterns Ly forviintas ni kunne utantill.

DERIVATOR ::

Punktlon | Derivata | kommentar

z" g1 r 5{ Q
e* e*

sinz COs %

cosz | —sing

bz | 1+4tan®x | eller -

i

he =

. 1
avctan 327

arcsin & _\71'"1’“?
-3

BICCOs -
bt
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PRIMITIVA FUNKTIONER ::

f Jfdz kommentar
" L tC P -1
: Injx|+ &
sinz - c':os:?? +C
eos® sinz+ '
mla'ﬁf L arctonax -+ C
Inx glne —~z 4@ partiell integration!
V"ILTE((EE')"' 1 ‘arcsin(am) + G
&* e® 4 C
= tangz + ¢

By

2




Standardgrbnsrden.  Duldolox vinkeelo

fin S0 SInX =2SINX X
g (OSAX =CoB™X -5 K =208 K - = [~ 2SIN°X
hn —~(OSX
X =0 T ;’ll— S = L‘;é;?_éﬁzf €S, ;K - (j‘ nﬁ@}%
§ & 4 Q‘y
Lim €/Kf| = . y “
e véﬁd@fﬁmf i @é‘,&%\*‘ﬁiﬁéﬁm i-“f'mﬂ’ ey

\.;m(x'm) SN cosy +eosx SInY)
sin(x-y) = = SNX (089 = (oS X 1Y)

iOS(\ 1) = 05X o3y -.mm,@m%
oS (X)) = (oS X c’c’;:’Sj + SN siny)

— ()
’Tanﬁejn{:: T(Jc)l‘: fl‘f{%%)\
o | T

Normak = N (t) = )

Binormad . W E) =T ()< N(t)
Tangenk planeks elevaion s (e-fon) pa Pis,p,2.))

TR T R L) o) + ) o)y - Yo)
¥ Burkiehh ntegrakion

© ﬁ(x)@ (<Yt = [FO909)] - j 109 bx)

%ff\mt %{‘(3& ﬂEA/L/
A TH T T8 <) - {'&M ()

sic AR
PRSP P

dy. [490:) | (A 0“\)]






