Losningar till problemtentamen i Algebra for DAI1 m fl den 2008-10-24.
Hjilpmedel: Chalmersgodkind ( typgodkind ) riknedosa.

1.a) Bestdm det reella talet r sa att Re S+ ].r =0.
1+ 53

Re(5+jrj:Re((5+jr)(1—j3)j:R (5 15+ jr— J3rj Re(3r+5+j(r—15)

1+ /3 1+ j3)1-j3) 1-j*3? 1+9

:Re(3r+5+ ,r—lSj: 3r+5

J varav Re SHr =0=3r+5=0r=-3
10 10 i

1+ ;3

b) Skriv det komplexa talet — V3- J pa polér form.

2 =X+ gy :_\/g_j: re’ dir

R=ant 4 =) ) = VA =2

1
0, =(x, <0):7t+arctan&=n+arctan =T+ arctan— =%

X —_\/5 3
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7 =—3-j=2¢"
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¢) Forenkla 7z =
) (1_ j)402

Il z, =x, + jy, =1—j=r,e’™ dir

=5, 4y, =P+ (=D =42 = 22

0, =(x,>0)= arCtan& = arctan— = —arctanl = -z
1

Xy
1 '
Z2=1—j=226 4

Exponentiallagarna for e’® ger nu att
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1 j(233n+Z+100m+Z)) j(334n-n+Z+Ly) j(167-2n-Ly) —jz
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= L(cos(— )+ jsin(~5) =L (cos T~ jsin %) =L (2~ jhy =L~ j1
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d) Bestim de reella talen a och b si att ekvationen 2z° —5z° +az+b=0
har roten 1+ j3 och 16s ekvationen. 3p)

Sitt P(z) =2z —5z> +az+b

z, =1+ j3rot till P(z) =0

=2z,=z =1-j3 rottill P(z) =0
P(z) har reella koefficienter} 274 J (z)

Enligt satsen om faktoruppdelning kan P(z) skrivas

P(2) = ay(z =2 (2= 2,02 = 23) = 2(z = (I1+ j3))z = (A= jI))z—¢)
P(z) har alltsa faktorn
(z=2)(z2—2,) = (z=1=j3)(z =1+ j3) =(z-1)* = (j3)* =2 =2z +10
varfor vi kan ansitta
P(2)=27"=5z"+az+b=2(z" -2z+10)(z—c) =
=2(z° —cz? =27 +2cz+10z2-10c) = 27° + (-2c —4)z” + (4c +20)z — 20c

Identifiering av koefficienter ger

2 2 = 2

2’0 =2c-4 = -5 -2c=-1=c=1

't 4c+20 = a=a=4c+20=4-1+420=22
2% =20c = b=>b=-20c=-20-1=-10

Det foljer att z, =c =+

SVAR: (z,, = 1% j3)A(z, =1),a=22,b=-10

Alternativ 10sning.

P+ j3)=2(1+ j3)’ =501+ j3)* +a(l+ j3)+b=a+b—-12+ jBa—66) =0+ jO
ger att

3a—-66=0< a=22 osv.



2. Lat ES vara ekvationssystemet

2 a
A=|1 1
3 5

a)Visaatt detA=0< (a=1)v(a=2).

det A

1]
W = N

—4
—da

1

2x + ay

+ )
3x + 5y +

4z = 2
az =
z = 6

, dvs A dr koefficientmatrisen till ES.

a —4

1 —al=(=D""2 !
| 5

5

1
+ (_1)l+2 a

3 1

1 och lat

+(=D" (-4 ‘

=2(14+5a)—a(l+3a)—4(5-3)=2+10a—a—3a*> —20+12 =-3(a* —3a +2)

detA=0=4a’-3a+2=0aq,=3tlo @=2)v(a=])

b) Berikna y for a = 0. Anvind Cramers regel.

a=0=detA=-3(a"-3a+2)=-3(0"-3-0+2)=-6

2
detA, =1
3

2
1
6

1‘_

—4
1 0 10 1
0 — _1 1+12 + _1 1+22 + _1 1+3 _4
()61‘()31()()‘36
1
—2(1=0)=2(1—0)—4(6-3)=2—2—12=—12 varay y=StA2 _~12_,
det A -6

¢) Undersok med hjilp av inversens definition for vilket viarde pa a som matrisen

-1
X=1 1
-2
-1
XA=1 1
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20
~14
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20
~14
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—4]
4
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—4]
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ar en invers till A.

2
1
3

gerblaatt —a=0&a=0.
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1 —a|=%0 a+6
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d) Los ES for alla virden pa parametern a for vilka detta dar mojligt.
Anvind eliminationsmetoden pa matrisform. (4p)

—

2 a -4 2 1 1 -a
M=[AB]=|1 2 -a 1 ]~2 a —4

[\

35 16 35 1 6
11 —a 1laz2 [1 1 -a 1
~0 a-2 2a-4 0| |%]|~|0 1 2 0~
0 2 3a+l 3 0 2 3a+1 3
1 0 —a=2 1Ja=1 1 0 —a-2 1 ]|«——r 1 0 0 1+
~10 1 2 0 ~10 1 2 0 ~10 1 0 -4
0 0 3a-3 3 ﬁ 0 0 1 ﬁau 0 01 L
Falll: a#1,a#2 Fall 2: a =1
( Precis en 16sning. ) ( ES saknar 16sning! )
x = 2« 1 0 -3 1 x-3z =1
y = -+ M~0 I 2 Ofvaraviy+2z = 0
= L 0 0 0 3 0 = 3
Fall 3: a =2
( z fri variabel. ES har oéndligt manga 16sningar! )
1 1 -2 1 1 1 -2 1 1 0o -4 -1
M~0000] ~10 1 %%~01 I3 | varav
02 7 3|«<|3] |00 0 O 00 0 O
x-Sz = -3 |x = —1+1l
y+iz = 2oy = -t
0 = 0 z = 2t



e) For a = 1 har ES, som framgar av 2d, ingen exakt 16sning.
Bestdm for a = 1 den bista mdjliga 16sningen 1 minsta kvadrarmetodens mening.

Medelfelet behover inte beriknas. 3p)
2x + y — 4z = 2 2 1 -4 2
X+ oy - 7z = 1|1 1—1-H=1
3x + 5y + z =6 |3 5 1|2 |6
| — X
A b

Bista 16sningen i minsta kvadratmetodens mening erhélls av (ESU)A"Ax = A'b.

2 1 3|12 1 -4 14 18 -6
ATA=| 1 1 5|1 1 -1{={ 18 27 O
-4 -1 1||3 5 1 -6 0 18

det(ATA) =detA" - detA = (detA)’ =0 => A 'existerar ej!

2 1 3][2 23
A™=| 1 1 5||1|=]|33
-4 -1 1]]6| |-3

14 18 —6] [23]
(ESU)A"Ax=A"b < | 18 27 0[x=| 33| varav
-6 0 18] |-3
14 18 -6 23 (14 18 -6 23
M=[ATAlA™b]=| 18 27 0 33| [}]~2 3 o0 4 ]~
-6 0 18 -3|[ 1] |1 0 -3 1
Ll
1 0 -3 1 0 -3 4 10 -3 4
-2 3 o0 ~O36§~012%~
14 18 -6 5
I 0 18 36 16 01 2 8
10 -3 1 x=3z = 1 [x = L1435
~10 1 2 §| varav qy+2z = Sy = $-2s
00 00 0 =0 |z = s




3. Iett ONH-system dr punkterna A=(1;0;1),B=(2;1; 1 )och C=(a;2;3) givna.
a) Beridkna vinkeln mellan AB och AC fora=0. (Ip)

b) For vilket/vilka viarden pa konstanten a blir vinkeln 60° mellan E och R ? (2,5p)

Skalédrproduktens definition ger att ABe AC = ‘ AB H AC ‘ cos O, dir

1 a-—1
ABeAC=|1|e| 2 |=1-(a=D)+1-2+0-2=a+1
0| | 2

[ AB| =141 407 =2, | AC|=\(a-1)? +27 42 =Ja? ~2a+9
varav a+1=~/2va> =2a+9 cos0.

a)a=0 :lzﬁﬁcosezcosezﬁzg:Gzarccos%

b) 6=60° — a+1=+2+a’ —2a+9 cos60° (:)a+1:\/§«/a2—2a+9-%
Kvadrering av bada leden ger att
a’+2a+1=2a"-2a+9) L 2’ +4a+2=a’-2a+9<a’+6a-7=0&

& a,,=-3+t4 & (a=1)A(a=-7). Eftersom vi har kvadrerat méste rotterna provas.

a=1=VL=a+1=2HL=~/241=2.1+9 -1 =416 1 =2=VL OK!

a:—7:>VL=a+l=—6;HL=\/§\/(—7)2—2-(—7)+9-%=6¢VL Falsk rot!

Anm. Man kan direkt se att a+1:\/§\/a2 —2a+9cos60° 20=a>-1.

2
¢) Visa att ABXAC=| -2 (1p)
3-a
I [a-1 e, e, e,
— — > 1 0 1 0 1 1
ABXAC=|1|x| 2 |=| 1 1 0|=|e, - +e, =
2 20 “la-1 2 a-1 2
0 2 a=-1 2 2

2
=e,(2-0)-e,2-0)te, 2—(a—-D)=| -2
3—a



d) Lat IT vara det plan som gar genom punkterna A, B och C.
For vilket/vilka vérden pa konstanten a ligger punkten D = ( 1;2; 5 ) i planet IT?

Planets normalvektor ér parallell med ABXAC . Viljtex n= ABx AC och r, = OA.
Planets ekvation blir d&

2 x—1
ne(r-r))=0&| -2 || y-0|=02(x-D-2(y-0)+B-a)(z-1)=0
3—-a z-1

Planets ekvation ar IT: 2x-2y+3—-a)z+a—-5=0.
Inséttning av koordionaterna for punkten D = ( 1; 2; 5 ) 1 planet I1:s ekvation ger:
2:1-2-2+(B-a)-5+a-5=0= 4a=-8<=a=2

SVAR: a=2

_—

e) For vilka virden pa a bildar AB, AC, AD ett hogersystem?

2 7 [o
(ABXAC)®AD=| -2 [8|2|=2-0+(=2)-2+(B3—-a)-4=-4a+8>0= a<?2
3—a 4

f) Lat L, vara den linje som gar genom punkterna A och B.
For vilka virden pa konstanten a blir avstandet 6 le mellan L, och punkten C?

yX(r, —r
Vi har att d =% dér t ex
14
1 a—1 2
v=AB=|1|,r-r,=AC=| 2 |ochvx(r—r,)=ABXAC=| -2 | varav
0 2 3-a

d:—'vx((‘[“)' @6:—““_2 *8 62 =oa-3)7 +38
14

och kvadrering av bada leden ger att

36-2=a-3)+8< (@-3) ' =64d=a-3=18< (a=11)Vv(a=-5)

Provning: HL =/(a—3)* +8 =/(3+8-3)+8 =/72 =+/36-2 =642 = VL

(2p)

(0,5p)

(2p)



