Losningar till 6vningstentamen 1 matematik, del A for BI

3.a) Berikna

—ln

xcos x dx pa tva olika sitt, dels genom att anvinda egenskaperna
3

hos jdmna och udda funktioner och dels med hjélp av partiell integration
Losning:

I Eftersom integrationsintervallet dr symmetriskt erhalls:
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j sinx dx = [xs1nx+c0sx]
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)sin(—3%) +cos(—3%)) =%sin§ +cos§ —(§sin§ +cos5) =0

3.b) Berikna L3dx med hjélp av en lamplig substitution
2x+1)

0

Losning:
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4.Lat f(x)= med D, ={x:(-1<x<Dv(x>D}.

_ 1)2
a) Bestdm samtliga asymptoter till kurvan y = f(x)

Lodrita asymptoter: x =a

3

(3p)

X 1
x=>1= f(x)= — 400 "—"
/e (x=1)? 0"
SVAR: x =1 lodrit asymptot.
Sneda asymptoter: y = kx+m
X —> too0 =
LAC0 D SR SR S R R P
X x (x=1D* (x-D> a-H* a-0)’
x’ x(x=1)° X -x+2x*-x 2-1
f(xX)—kx=f(x)—x= 7 (_ )2 = — = _l2—>2:m:2
(x=D"  (x=D (x=D) 1-2)

SVAR: y=kx+m=1x+2=x+2 sned asymptot da x — +oo.

b) Los ekvationen f'(x) =0

x® :(x—D%Mz—fZQ%J):x%x—DGx—B—Zozxew—B)
(x=1)? (x=1* (x=1* (x=1°

‘=D
varav f’(x)zO(:)xz(x—3)=0(:)(xl,2 =0)v(x;=3)

¢) Bestidm eventuella lokala maximi- och minmipunkter samt terrasspunkter for
kurvan y = f(x). Motivera med teckenschema.

Teckenschema. Intressanta x-virden —1,0, (1), 3, (c0)
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d) Ange med hjélp av grafen till funktionen f antalet I6sningar till
ekvationen f(x) =K for alla varden pa konstanten K. (1p)

K >27/4, 3 rotter

K =27/4, 2 rotter

-1/4<K<27/4,1rot y=K ------- R R e LT

3,
2,
1,
-1 1 2 3 4‘1 5 10 X
K <—1/4, ingen rot P=K o T
e) Los ekvationen f(x)=K for K =2. (2p)
x’ 27

> = o4x’ =27(x-1)? @ 4x’ =27x* +54x-27=0
(x=1 4 x#l

Enligt uppgift S¢ har ekvationen rotterna x,, =3 och x; (0 < x; <1). Det foljer att

4x° =27x* +54x-27 =4()c—3)2(x—x3)=(4x2 —24x+36)(x—x;)=...—36x,

Identifikation av de konstanta termerna i forsta och sista leden ger: —27 = -36x, & x, =2

Alternativ 16sning: Polynomdividera 4x° —27x” +54x—27 med (x—3)> eller x—3.
SVAR: x,, =3, x; =%
. 1 .
6.Lat g(x) = arctanz— —arcsinx med D, = (0,1].
X
a) Visa att tan g(%) =22-3. (2p)

tane =2 >0 tan B =1

2
Losning: o = arctan— < =arcsin— =2 &
2 { O<a<= d N {0<,5<%

Ned
2

tana—tan 1 _\/5—2_(\/5—2)(\/5—2)_6_4\5:2\/5_3

tan(w_ﬁ):1+tan0:tan,8_14r 2 2+2 (2+W2-2)  2-4

&



b) Visa att g dr omvindbar. (2p)

Losning:

, 1 .
g(x)= D[arctan— —arcsin x

. FWD&—U =

_4x7 (_1)_ 2 1
1+4x> | 2x7 1—x> 1+4x> 1=

f(x)<0 . indb
=

D, = (0,1] &r ett intervall f () dr omvéindbar

¢) Berikna g(3)och g(@) . (1p)

Losning:

g(3)=arctanl—arcsiny =%£-£=7%; g(*7) =arctanf —arcsin ' =£ -2 =-%
It

d) Berikna j ¢”(x) dx dir ¢ irinversen till g. (3p)
3

Losning:
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x> +8x+12

7.a) Partialbraksuppdela .
) PP X (x*+4)

(2p)

x2+8x+12_i+£+Cx+D _ (A+Bx)(x> +4)+ x*(Cx+ D)
(P44 x* x x*+4 x*(x* +4)

varav foljer att

X +8x+12=(A+Bx)(x* +4)+ x*(Cx+ D) =(B+ C)x’ + (A+ D)x> + 4Bx + 4A

3. B+C =0 =C=-B=-2

X
x*: A+D =1 =>D=1-A=1-3==-2
xlj 4B =8 = B=2
X 4A =12 = A=3
varav
2
SVAR: x2+82x+12:i2+£ C)§+D:i2 g_2§+2
x(x"+4) «x x x +4 x° x x +4
2
b) Berikna | 2 ToX*12 (3p)
x“(x"+4)
2
x2+82x+12dx: (%+3—2f+2jdx= (3x_2+21_ 22x ) 21 zjdx:
x(x*+4) x° x x"+4 x x"+4 X +2
—2+1 2
=32 +21n|x|—1n\x2+4\—2-larctanf+c=—§+1n L _arctan>+C
—-2+1 2 2 X x“+4 2
2
¢) Man vet att F'(x)zw och att lim F(x) =1. Beridkna F(2). 3p)
x(x"+4) xre
Losning:

lim F(x) = lim —§+ln ! —arctan >+ C =—0+lnL—§+C=n:>C=3—2"
x> Sl 1+ 2 1+0

SVAR: F(2) = —> +In+—arctan 148 =2 _1n2- %43 _p 3 _1n
2 2 2 2 2 2 2



7. Bestdm konstanterna A # —1, B och C sa att lim(x+A+ > B jzg (6p)
=l x—1 x"+2x+C 4
Losning:
2
f(x)=x+A+ : B :(x+A)(x +22x+C)+B(x 1) —>"(1+A)(3+C)"dﬁ o1
x—=1 x"+2x+C (x=D(x"+2x+0C) 0

lirrllf(x)existerar = 1+A)3+0C)= OA:>13 +C=0=>C=-3

X 42x-3=x"+21-x+1" 1> -3=(x+D* -2 =(x+1+2)(x+1-2) = (x +3)(x =1

x+A B :(x+A)(x+3)+B:x2+(A+3)x+3A+B:(x—l)(x—r)

Jx)= +
x—1 (x-Dx+3) (x—D(x+3) (x—D(x+3) (x—1(x+3)

X+HA+3)x+3A+B=(x-Dx-r=x"—(r+Dx+r=
=~ +)=A+3)A(r=3A+B)=r=-A—-4AB=-4A -4 varav

lim f(x) = lim D=0 XFATE AYS 3 B=_4(2)-4=4
ot L (x—1)(x+3) 1 x43 4 4

SVAR: A=-2,B=40ch C=-3



