Losningar till tentamen i LMA033 0399 Matematik, del B, for BI1 och
LMAS1S5 0304 Matematik, del C, for KI1 onsdagen den 31 augusti 2012.

4. En rit linje y = kx+ m skall anpassas till punkterna ( 1;1),(2;1),(3;1)och (4;2).

med minsta kvadratmetoden.

a) Visa att det utjimnade linjira ekvationssystem som ger den bista 16sningen

i minsta kvadratmetodens mening ir (ESU) {306 + 10m =14

10k + 4m = 5

Losning:

Inséttning av punkterna i linjens ekvation y = kx +m ger

k + m = 1 11 1

% + om o= 1 o 2 1Tk |1
(ES) eller p4 matrisform | =

3k + m = 1 3 1||m 1

4k + m = 2 4 1] X 2

- ==

A b

Bista 16sningen i minsta kvadratmetodens mening erhalles ur

11 1

Tn 1 2 3 4|2 1| k| [1 2 3 4]1
(ESU) A'Ax=Ab & = =

111 1|3 1lm] |1 1 1 1|1

4 1 2

30 10| k| [14 30k +10m | [14 30k + 10/ 14
P=3 = P4 N = (=4 N
10 4||m 5 10k + 4 5 10k + 4m = 5

b) Bestam den anpassade linjens ekvation genom att 16sa ESU med Cramers regel.

Losning:

e 30010
det(A"A)=| = |=30-4-10:10=20#0

30

S L Ca (U o
det(ATA), = =14-4-5-10=6, det(A"A), =
5 4 10

14
5‘:30-5—1410:10

podetATA), 6 3 . det(ATA), 10

1
det(ATA) 20 10 det(A"A) 20 2

(2,5p)

(1,5p)



¢) Los ESU genom att genom att anvénda matrisformen av ESU och metoden
med invers matris. (1,5p)

Losning:
4 -10| |14 6 3 2
SVAR: x=(A"A)"'(A'b) =1L : =1 =L ="
AATAD 20{—10 30} { 5} ZOLO} loM L
d) Los ESU med eliminationsmetoden pa matrisform. (1,5p)

30 10 14 10 4 5]|% 1 4 =
M:[ATA‘ATb]: :|~ o[ 0 10|

10 4 5 30 10 14 30 10 14

1 % 150 1 10 10

{30 10 14 0 -2 -1||-4

. 1 4 2 4 1 1
5.Lat A= ,B= och C= .

2 3 11 2 2

a) Avgor vilken av formlerna (AB)" = A"B" respektive (AB)" =B"A"
som inte ir korrekt genom att berikna (AB)",A"B"och B'A". (1,5p)

Losning:

[6 8} T {6 7} Te {1 2“2 1} {10 3} .
AB= = (AB)" = , A"B" = = # (AB)
7 11 8 11 4 3|4 1] [20 7

2 11 2] [6 7
B'AT = = =(AB)" SVAR: (AB)" =B"A"
4 1|4 3 8 11

. . 2X + Y = E .
b) Los matrisekvationssystemet dir E dr enhetsmatrisen.  (4,5p)
AX + BY = C

Losning:
2X+Y=Eo Y=E-2X insatti AX+BY =C ger att

AX+B(E-2X)=C < AX+B-2BX=C < AX-2BX=C-B &
& (A-2B)X=C-B < (A-2B)'(A-2B)X=(A-2B) ' (C-B) =

& X=(A-2B)"'(C-B)

1 4|-1 =3] [-1 -1 302
SVAR: X=—1 = , Y=E-2X=
0 -3 1 1 11 -2 -1



6. Los, for alla viarden pa parametern a for vilka 19sningar existerar, ekvationssystemet

x + 2x, + 2x; + 3x, = 5
2x, + 6x; + 8, = 4
x + x, - x3 + ax, = a+4
Anvind eliminationsmetoden pa matrisform. (5p)
Losning:

12 2 3 5 ][] 1 2 2 3 5
M=[AB]=[0 2 6 8 4 <o 1 3 4 2~

I 1 -1 a a+4 0 -1 -3 a-3 a-1
1 0 -4 -5 I | a#-1 1 0 -4 -5 1
~(0 1 3 4 2 ~101 3 4 2
0 0 0 a+l a+l| |5 00 O 1 1
1 0 -4 0 6 x,—4x; = 6 x, = 6+4x,
~10 1 3 0 =2| varav yx,+3x; = -2&4<x, = —2-3x,
00 0 1 1 X, =1 x, =1
Fall1: a # -1
x, = 6+4
X, = —2-3t . o .
f=n-b=4-3=1>0 = ES har odndligt manga 16sningar
X, =
x, = 1
Fall 2: a=-1
1 0 -4 -5 1 x, —4x;,-5x, = 1 x, = l+4x,+5x,
M~|0 1 3 4 2| varav {x,+3x;+4x, = 2&3x, = 2-3x,-4x,
00 O 0 O 0 = 0 0 = 0
x, = 1+4u+5v
xZ = 2_3u_4v . . o e e
f=n—-b=4-2=2>0 = ES har oindligt manga I6sningar
X, = u

x, = v



7. For tva vektorer a och b giller att | a | =
a och b spinner upp en triangel. Berdkna med vektoralgebra

a) Triangelns omkrets. b) Triangelns vinklar. c¢) Triangelns area.

Losning:

a) |a—b|2 =(a—b)°(a—b):aOa—aOb—b°a+b°b=|a|2—2a

SVAR: Triangelns omkrets: P=|a|+|b|+|a—b|=7+\/ﬁle

=3 ochattaeb=6.

(2p+4p+l1p)

eb+|b| =13

aeh .
b) a°bz|a|-|b|cos0:>0:arccos| | |b| =arccoss =%
a .
aO(a—b)zaOa—aOb:|a|2—aOble
- 1 V1
Vinkeln mellan a och a —b ar: v = arccosM: arccos—oz arccos5 3
|a|'|a—b| 4-+13 6
SVAR: Triangelns vinklar dr Z,arccos 33> Sr och (m — 2 —arccos 222 —) 2 _ arccos 12 Sr

¢) SVAR: Triangelns area: T = |a X b | = —| a || b | sin @ =

8. I ett ONH-system ér II planet 2x+2y—-z+18=0,
y-l_z=
7

L &r den rita linjen % =

a) Berikna vinkeln mellan planet IT och den rita linjen L.

Losning:
2 4
IT har normalvektorn n =| 2| och L har riktningsvektorn v =| 4 |.
-1 7

2 och Q dr punkten (4; 5;9).

3\/5 ae

(3p)

Om ¢ éar vinkeln mellan L och IT och 6 ir vinkeln mellan L och n giller att 8+ ¢ =90°.

Definitionen av skaldrprodukt och formeln for komplementvinkeln ger

+ +
=ney =cosf =cos(90° — @) =sinp = (p:arcsin_n.v

varav

[n]v] n[v|

+(2. . -1
SVAR: ¢ =arcsin t24+2:4+CD7) = arcsin

9
V22 22+ (1) 4 47 17 Vo481

= arcsin% =19,5°



b) Ange en punkt som ligger i planet IT. (0,5p)
LoOsning:

Vilj t. ex. x =y =0 vilket insatt i planets ekvation ger att z=18. SVAR: (0;0;18)

¢) Visa att punkten Q ligger pa linjen L. (1p)
Losning:
x =4t 4=4¢ t=1
L:%zyT_l:Z%z:t:L: y=1+4t Ins. Av Q:s koord. ger <5=1+4r = r=1
=247t 9=2+7t =1
d) I vilken punkt skér linjen L planet I1? (2p)
x=4¢
Inséttning av Lis ekv. { y=1+4¢ i [I:sekv. 2x+2y—z+18=0 ger
7=2+7Tt

0=2x+2y—z+18=2(4)+2(1+4t)-2+T7t)+18=9% +18 =t =-2

SVAR: Skérningspunkten S = (4(-2);14+4(-2);2+7(-2)) =(-8;-7;—-12)

e) Beriikna avstandet fran punkten Q till planet IT. (2p)
Losning:

‘AxQ+ByQ+CzQ+D‘ _‘ZxQ+2yQ—zQ+18‘ _|2-4+2-5—9+18| _3

SVAR: d = le
VA2 + B +C? V22 (=) +(-2)° Va+1+4

f) Berdkna projektionen av punkten Q pa planet IT. (3p)

Losning:

En linje L, som ér vinkelridt mot planet IT och gar genom Q har ekvationen

X 4 2 4+2s
L :r=|y|=00+tn=|5|+s| 2|=|5+12s
Z 9 -1 9—s5

Projektionspunkten Q . dr skdrningspunkten for L och IT och erhélles genom att

proj

kombinera linjens och planets ekvationer. Inséttning av ekv. for L | i ekv. for IT ger:
0=2x+2y—z+18=2(4+25)+2(5+25)—(9—5)+18=95+9=0=>s5=—-1

SVAR: Q  =(4+2s;5+25;9—-5)=(2;3;10)

proj



. o 1
Alternativt: En enhetsvektor med samma riktning som n 'airmn .
n

| 4 2
—00-d—n=|5|-31 2|=| 3
|n] 3

9 ~1| |10

erj

g) Berikna spegelbilden av linjen L i planet IT.

Losning:

Den sokta spegelbilden dr en linje Ly, som gar genom skirningspunkten
S=(-8;=7;-12) for L och Il samt spegelbilden Q, av Q1 II.

2 4 0
Fopecet =To +2Qmej =r,+ 2(rpmj —rQ) = 2rpmj —r, = 2l 3|1-|5]|=| 1
10 9 11

Spegelpunkten Qg, = (0; 15 11 )

En vektor parallell med Ly, ér

0 —8] 8
Fopoger —Ts = 1(—| =7|=| 8
1] [-12] |23
o] [ 8
SVAR: Ly,: r=| 1|+ul 8
11 |23
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