Losningar till tentamen i LMA033 0399 Matematik, del B, for BI1 och
LMAS1S 0304 Matematik, del C, for KI1 onsdagen den 7 mars 2012.
Tid: 8.30 - 12.30 Hjilpmedel: Inga! Examinator: Hakan Blomqvist

3. Lat ES vara ekvationssystemet
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a) Beridkna det A dir A &r koefficientmatrisen till ES, och avgor,

med hjilp av resultatet, for vilka virden pa a som A &r inverterbar.

Losning:
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(2p)

2:(=5)—-a-5+5=-5(a+1)

SVAR: A 'existerar& detA #0 & —5(a+1) 20 & a = -1

b) Berikna x med Cramers regel, for de virden pa a for vilka detta dr mojligt.

Losning:
a’+1 a 1
detA, =| 3 -2 1|=(a*+)
1 1 2
SVAR: x— detA, —5a(a+1)

detA  —5(a+1)

¢) Los, med eliminationsmetoden pa matrisform, ES for a = —1.

Losning:
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M=|3 -2 1 3 ]~ 3
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+1 { { =-5a" —5a =-5a(a+1)
(2p)
1 1 2 1
~10 =5 =5 0] [ws]~
0 -3 -3 0
x+z=1 x=1-t

y+z=0Jy=—t

0=

0 7=t

f=n-b=3-2=1>0 = ES har odndligt manga 16sningar
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a) Berikna B™". (2p)
1 1 1 1 100
a) [BIE]=|-1 0 4 3 110 j ~
3 0 -1 -1 =3 0 1
1 1110 0 10 0 -2 0 1
~01130—1~01130—1 ~
04311 0 00—1—1114
100 -2 0 1 -2 0 1
~[0 10 -8 1 3|=[EB”'] SVAR:B'=[-8 1 3
0 1 11 -1 —4 11 -1 -4
b) Kontrollera svaret i 4a med hjélp av inversens definition. (1p)
-2 0 1)1 1 1] 100
B'B=|-8 1 3||-1 3 2|=|0 1 0|=E
11 -1 —4|| 3 2 2 [0 0 1
¢) Los matrisekvationen AXB — 2C=XB. (4p)

AXB-2C=XB < AXB-XB=2C < AXB-EXB=2C < (A-E)XB =2C

Vi vet att B™' existerar. Om dven (A —E) ' existerar, kan vi I6sa ut X genom att

multiplicera frin hoger med B™' och frin vinster med (A—E)™".

0 2
det(A—E):‘ - ‘:0-2—2-2:—47&0:(A—E)_lexisterar.

A—F) =1 2 -2 [-11
S22 o0 | 1o

(A-E)XB=2C < (A-E)'"(A-E)XBB"'=2(A-E)'CB"' @ X=2(A-E)"'CB"'
Typinspektion: typX = (2x2)(2x3)(3x3)=2%3

-2 0 1

-1 172 11 -1 1 -10 1] [-6 1 2
X=21 -8 1 3= =

10121 10 -7 13| |-101

11 -1 -4



px+2y = 2
5. Lat ES vara ekvationssystemet x+y =1
xt+tpy = 2

a) Los ekvationssystemet ES for de viarden pa parametern p for vilka
ES har 16sningar. Anvind eliminationsmetoden pa matrisform. (4p)

Losning:

M =[Ap]=

x = 0
y = 0 ES saknar 16sning!
0 =1 Pivotelementet i rad 3 star sist i raden.
Fall2: p=2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
M ~ 2—p2—p=000::|~011~01lvarav
0 p-1 1 0 1 1 0 0O 0 0 0
x = 0

x =0
y = 1<:>{ - f=n-b=2-2=0 = ES har entydig 16sning



b) I fallet p =1 saknar ES exakt 16sning. Los for p =1 ekvationssystemet ES

approximativt med minsta kvadratmetoden och berikna medelfelet. (5p)

Losning:

x+2y = 2 1 2 2

X
(ES) sx+y = 1 har matrisformen |1 1 [ =1
Xty = 2 112 |2
— X —
A b

Bista 16sningen i minsta kvadratmetodens mening erhalls ur

12 2
. 111 M1 3 47 [5

(ESU) A"A%=A"b = 1 1] |= l|le &=
2 ) ()2 g 4 6 7

varav

f(z(ATA)‘l(ATb):%l44 6 -4 . > =7 2 = ! sa att r=1
-4 3] |7 NIRE: y=3

och
i+29-2] [1+2-2 0 0
f=AX-b=| ¥+)-1 [=|1+1-1|=| 1|=3| 1
Xx+y—2 1+1-2 -7 -1

varfor medelfelet blir

L (S e ) SN NN [
n=7= 243 _23_6~0’41



6. For vektorerna a och b giller att |a | =2,1b | =4 . Det giller ocksa att 6 = arccos+

dar @ ir vinkeln mellan a och b.

a) Berikna |2a —b|. (2p)
Losning:

|2a-b|" = (2a—b)e(2a—b)=(2a)*(2a)—(2a)*b—be(2a)+beb =
=4aea-2aeb-2bea+beb=4a| ~4a|b|cosO+|b|" =422 ~4.2-4. 144> =24
SVAR: |2a—b| =24 =46 =4 -6 =26

b) Berikna vinkeln mellan @ och 2a —b. (2p)

Losning:

Definitionen av skaldprodukt ger att a ® (2a —b) = | a | | 2a -b |cosv dér

as(2a-b)=2a%a-asb=2al ~|a|b|cos§=2-2"~2-4.1=6

SVAR: v= arccosm = arccosL = arccosM = arccosﬁ
|a|-|2a—b| 246 2246 4
¢) Berikna | (2a—-b)x(a+b) | . (@=arccost = arcsin@ ) (2p)

Losning:
(2a—b)x(@a+b)=QRa)xa+ 2a)Xb—bxa—bxb=2axa+2axb+axb—bxb=
=20+3axb—-0=3axb

SVAR: |2a—b)x(a+b)|=|3axb|=|3|axb|=3a|b|sin6=3-2-4-415 =615



7.1 ett ONH-system dr punkterna A=(1;0;1), B=(3;1;1) C=(4;1;5)
och D=(-1;2;4) givna.

a) Berikna ABxAC . (1,5p)
21 |3
BXAC =|1|x|1|=
0] |4
e, e, e, 4
g 10 20 21
=12 1 0]|= e, — e, + e, =4e, —8e, —e, =|-8
1 4 34/ 131 y
3 4 -1

b) Visa att ekvationen for det plan Il som innehaller punkterna A, B och C dr
4x-8y—7z-3=0. (1,5p)

Normalvektorn for planet IT &r parallell med ABXAC.

4 1
Viljtex n=|—-8|och r, = OA =10 |. Ekvationen for planet IT blir da
-1 1
4 X 1 4 x—1
ne(r-r,)=0|-8|y|—-|0||=0=|-8¢|| vy ||=0&
-1 Z 1 -1 z—1

S4(x-1)-8y-1(z-1)=0=4x-4-8y-z+1=04x-8y—-2z-3=0

¢) Beriikna hojden i tetraedern ABCD genom att berdkna arean av triangeln ABC
och volymen av tetradern ABCD samt sedan anvinda formeln V., =5-T,,--h. (2p)

4
TABC:%EXE‘:% —8||= 14 +(=8)* +(-1)? =181 =1-9=2
-1
4] [-2
(ABXAC)®AD =|—8 8| 2|=4-(=2)+(-8)-2+(~1)-3=-27
-1/ | 3

Visep =+ +(ABXAC)® AD =+1(-27) =—1(-27) = ve

Wser 33
Typch=>h=""20 =22
2

TABC

=3le

VABCD



d) Berikna hojden i tetraedern ABCD genom att forst berdkna projektionen D

proj

av punkten D pa planet IT och sedan beridkna lingden av vektorn DD proj - 3p)

Losning:

En linje L, som ér vinkelrdt mot planet IT och gar genom D har ekvationen

X -1 4 —1+4¢
L :r=|y =OD+tn=| 2|+1|-8|=| 2-8&
Z 4 -1 4—t

Projektionspunkten D . dr skdrningspunkten for L | och IT och erhélles genom att

proj
kombinera linjens och planets ekvationer. Inséttning av ekv. for L | i ekv. for IT ger:

4x-8y—-7-3=04(-1+41)-82-8)+1-(4-1)-3=0=81-27=0=1t=1

1 -3 4 4
DDpronOmej_OD:% - _% 6 :% _8 = DDproj :% _8 :%'9:316
11 12 -1 -1

8. Lat IT, vara planet 2x+y—2z—7=0, lat IT, varaplanet x—z=3—7y
o .. z-3
och lat L vara linjen x = y—Z:T.

a) Visa att planen II, och II, ir parallella. (Ip)

LOSNING:

Planens ekvationer pa koordinatform ar IT, :2x+y—2z-7=0 och IT, : x+3y—z—-3=0.

=1 l|=4n,=n,//n =11, //1],
-1 -2



b) Punkten M ligger pa linjen L och har lika stort avstand till bada planen.
Beridkna koordinaterna for M. 3p)

LOSNING:

xX=t
Skriv forst L pa parameterform. L:x:y—Z:Z—;3:t3 L:iy=2+t
=342t

Avstanden fran IT, respektive IT, till M = (x5 yy;2y) = (Fys 2+ 15 3+2¢,,) ges av

d(Hl,M):izxM o =228 =T _ | 2 240, —26+20) =T _ 1y +11
J22 +1 4 (=2)° Va+1+4 3
d(Hz,M)zixM o Vu— 2 ms Bt —BH420,) -5 :igtM +7 _ =ty +7

\/12+(§)2+(—1)2 T JI+1+1 3 3
d(I1,, M) =d(I1,,M) = —(t,, +11) =t,, + 7 = —2t,, =18 =1, =—9 varav

M= (ty; 24133+ 2t) = (=9, =T~ 19)

Alternativ 16sning:

Antag att skirningspunkterna for linjen L med planen II, resp. II, &r S, resp. S, .
Da giller att

OM =0S,+18,S, = 0S, +4(0S, - 08,) = $(0S, +0S,)

Skarningspunkterna for L och IT, resp. I1, erhalles genom att kombinera linjens
ekvationer med respektive plans ekvation enligt

2x+y-2z-T=02t,+2+1,-23+2t))-7=0 -1, =111t =-11
S, =(;2+1¢,;3+2t)=(-11;-9;-19)
x+iy-z-3=01+1+11,-3+21,)-3=0 -1, =2 1,=-7
S, =(t,;2+1,;3+2t,)=(-7;-5;-11)

—-11 =17 —-18 -9
OM =5(0S,+0S,)=%|| =9|+| =5||=3|-14|=| =7| M=(-9;-7;-15)
-19 —-11 -30 —-15




