Losningar till tentamen i LMA033 0399 Matematik, del B, for BI1 och
LMAS1S 0304 Matematik, del C, for KI1 torsdagen den 17 januari 2013.

3.a) Anpassa med minsta kvadratmetoden en rit linje y = ax +5 till punkterna
(0; 0), (1; 1), och (4; 3).

b) Anpassa med minsta kvadratmetoden en kurva y = avx +b till punkterna
(05 0), (15 1), och (4; 3).

Losning:

3.a) Insittning av punkternas koordinater i linjens ekvation y =ax+b ger

Oa + 1b = 0 0 1 0

(ES) <la + 1b = 1 eller pa matrisform | 1 1 {ﬂz 1
4Cl + lb = 3 4 1 —— 3

— X ——

A b

Bista 16sningen i minsta kvadratmetodens mening erhalles som 16sning till

01 _[0]
01 4 01 4 17 5 13
(ESU) ATAX=ATb<:>{ } 1 lxz{ 1 <:>{ }Xz{ } varav
1 1 1 1 11 5 3 4
4 - -
3 -5][13 19] [L&]
_ T A1 Ty _ _ |26
x=(ATA) (A b)—m{_s 17}-{4}—%{ 3}—_%_

SVAR: y:&x+b:%x+i

26

3.b) Insittning av punkternas koordinater i linjens ekvation y = ax +b ger

Oa + 1 = 0 01 0

(ES) <la + 1b = 1 eller pa matrisform | 1 1 {ﬂz 1
2a + 1b = 3 2 1|l== |3
— X ——

A b

Bista 16sningen i minsta kvadratmetodens mening erhalles som 19sning till

01 0
T T 01 2 01 2 53 7
(ESU) A'Ax=A'b s 1 1|x= JER=N X = varav
1 11 5 1 1 11 33 4

3 TAN-1 AT 3 =3\ |7 9
s YL

SVAR: y=aJx+b=2x-1

(2p)

(2p)



¢) Avgor vilken av de approximativa 1osningarna 1 3a respektive 3b som é&r bést

genom att berdkna medelfelen. (2p)
Losning:
0 1] [0 b 3 3
f=Ax-b=|1 1{5}— l|=| a+b-1 |=|2+2 -2 =L -
4 1 3| |4a+b-3| |RK+L-B 1
A (32422
varfor medelfelet blir m, =%= 26V \(64) ~ = 2*563 ===
0 1. [0 b ~1
a R
f,=Ax-b=|1 1{5}— l|=| a+b-1 |=| 2-1-8 =_1]_2
2 1 3 2a+b-3 B_L-1 1

. ) £ L2242
varfor medelfelet blir ), = Inl _ GT — o _ ﬁlﬁ = ﬁ > ﬁ =1,

m

SVAR: Approximationen y =12 x+ - dr bist.

201 1 122
4.Lat A=|1 0 2| och B=|2 x 4].
110 2 2 x
a) Berdkna A", 2p)
Losning:
[2 1 10
a) [AE]=/1 0 2 0 1
11000
‘10 20
~l0 1 =3 1
01 -2 0
1 00 2 -1 -2 2 -1 =2
~lo 10 -2 1 3|=[E/A"] SVAR:A'=[-2 1 3
001 -1 1 1 -1 1 1




b) Los ekvationen det(B—A)=0. (2p)

Losning:
-1 1 1| -1 1 1 | utv.k,
- x+1 3
detB-A)=| 1 x 2 =0 x+1 3 = (D7D =
2 x+1
1 1 x 0 2 x+1
=—((x+1)’ =6)

SVAR: detB-A)=0 (x+1)>-6=0 (x+1)’ =6 = x+1=1/6 & x=-1£6

¢) Finns nagot virde pa x sa att A och B kommuterar?

Bestim i sa fall detta virde. (2p)
Losning:
6 x+6 x+8 6 3 5
AB=|5 6 2x+2|,BA={x+8 6 2x+2
3 x+2 6 x+6 x+2 6

SVAR: BA=AB & (x+6=3)A(x+8=5) & x=-3

S.Planen II, : 2x—y—2z=3 och II,:z=x-y—D irgivnaiett ONH-system.
a) Berikna vinkeln mellan planen II, och II,. (2p)

Losning:

Planens ekvationer pa koordinatform &r

IT, :2x—y—-2z-3=0o0ch Il, :=x+y+z+D=0.

2 -1
varav foljer att n, =| —1| och n, =| 1].
-2 1
20 |—1
T 1| 1
tn on, -2 1 (-5)
6 = arccos = arccos = arccos
|n,||m,| 22+ (D)7 + (=22 =)+ P+ 1 33

SVAR: 6 = arccosi = arccos%

33



b) Visa att punkten A = ( 3; 1; 1 ) ligger i planet IT, och bestdm D sa att
A dven ligger i planet IT,.

Losning:

Inséttning av koordinaterna for A ekvationen for II, ger
VL=2x-y—-2z-3=2-3-1-2:1-3=0=HL VSV

och insdttning av koordinaterna for A ekvationen for II, ger
VL=-x+y+z+D=-3+1+1+D=-1+D=HL=0= D=1

SVAR: D=1

(Ip)



6. Los, for alla viarden pa parametern p for vilka 19sningar existerar, ekvationssystemet

X +  py o+ p’z = p
x + (p+Dy + (p*+2p+Dz = p+2
X + 2py + 4p*z = 3p
Anvind eliminationsmetoden pa matrisform. (7p)
Losning:
1 op P’ p L p p* p| p=z0
M=[AB]=[1 p+1 p*+2p+1 p+2|«f ~|0 1 2p+1 2 ~
1 2p 4p* 3p 0 p 3p° 2p n
1 p P p 10 -p’-p -p| p=zl
~012p+12~01 2p+1 2 ~
01 3p 2 0 0 p-1 0| |55
10 -pP-p —p| +—— 1 00 —p]
~10 1 2p+1 2 ~10 1 0 2
0 0 1 0 rol (00 1 0 |
Fall1: p#0,1 Fall2: p=1

( Precis en 16sning.)  ( z fri variabel. ES har odndligt manga 16sningar!)

X = —p 1 0 -2 -1 x=2z = -1 x = =142t
y = 2 M~0 1 3 2 |varaviy+3z = 2 &4y = 2-3t

= 0 00 0 O 0 = 0 z = t
Fall3: p=0

( z fri variabel. ES har oéndligt manga 16sningar!)

1 0 00 x =0 x = 0
M~0 1 1 2|varaviy+z = 2&<y = 2-5
0 00O 0 =0 zZ = s



y=3 -4

7. Linjen L: x—Z:T: Z2 och punkterna P; =(4;4;5)ochP,=(2;0;9)

ar givna i ett ONH-system.

a) Berikna avstandet mellan punkten P; och linjen L.

Losning:
. ° |v><(rl_r0) ..
Vi anvinder avstandsformeln d = T for rita linjen.
14
3 A x=2+t 2 1
x_zz_y; :—Z; =t=>y=3+2t=>r=r +tv=|3|+1|2
7=4+2¢ 4 2
4 2 4 2 2
rn=0P =\4|,r,=|3|=r-r,=4|—|3|=]| 1| och det foljer att
5 4 5 4 1

yX(r,—r,)=|2|X| 1|=

e
12 1

Avstandsformeln for rita linjen ger slutligen att

X (r, — 3WO0% +12 +(-1)?
SVAR: d(Pl,L):|v (rl ra) :| |\/ ( ) _3\/5_3\;5:\/516

v 22420 A9

b) Lat L, vara den rita linje som gar genom punkterna P; och P;.
Undersok om L, skir linjen L och bestdm i sa fall skdrningspunkten.

Losning:

For att bestimma ekvationen for L, behdver vi en punkt pa L, tag t ex Py, och

—_—

en vektor v, parallell med L. Vektorn PP, ir parallell med L.

2 4 -2 1 1

Da PP, =|0|-|4|=|-4|=-2| 2| kanvitexviljav,=| 2|siatt
of |s5| | 4 ) )
X 4 1 x=4+s

L,:r=|y|=r,+sv,=|4|+s 2|varav L,:qy=4+2s
b4 5 -2 z=5-12s

12‘
=3

(4p)

(3p)



Om linjerna L, och L skir varandra, ( och ej sammanfaller ), finns precis en punkt
som uppfyller bada linjernas ekvationer. Denna punkts koordinater kan da erhallas
som losningen till det ekvationssystem, som erhalls om man kombinerar de bada
linjernas ekvationer pa parameterform.

Kombination av parameterformen for ekvationerna till L, och L ger nu
(x=) 2+t = 445 © t—s=-2

(ES) <(y=) 3+2t = 4+42s & 2t—2s=1 med totalmatrisen
(z=) 442t = 5-2s & 2t+2s=1

I -1 =2 1 -1 3| ESsaknarldsning,
M=2 -2 1 ~10 0 5| typivotelementetirad 2 star sistiraden.
2 2 1 0

SVAR: L, skir ej L.

¢) Bestdm projektionen av punkten P; pa linjen L. (5p)

Losning:

17 (T4] 27 [17 [2
ve(r,—r)=|2|e||4|=|3]|=|2|e|1|=1-242-1+2:1=6>0
21 5] [4]) |2] |1

varav foljer att v och r, —r, bildar spetsig vinkel sa att + v kan viljas i figuren ovan.

Projektionssatsen ger nu att

2 ; 17 2 1 8
[ ] —
rlPVQi:ro+(rl_ro)v:ro+L2r0)v: 3 +3_2 2 3 +% 2 :% 13
[v] 4 2 |4 2 16
SVAR: P, = (3;13;1)



8. For en parallellogram giller att basen har lingden 4 cm, omkretsen dr 12 cm
och arean ir 6 cm”.

Antag att parallellogrammen spénns upp av vektorerna u och v och berékna,
med vektoralgebra, vinkeln mellan parallellogrammens diagonaler. (6p)

Losning:
| u | =4 . Parallellogrammens omkrets: P = 2| u|+2|v| =12 :>|v| = 6—| u | =2
Antag att vinkeln mellan # och v ér 6.

Parallellogrammens area: 7 = | u ><v| = | u || v | sin@ = sind = = 6 = 3
lu|v| 4.2 4

Vinkeln v mellan parallellogrammens diagonaler # + v och u — v erhalls med hjélp av att

i(u+v)0(u—v):|u+v||u—V|Cosv:v:arccosi(|uiv)”.(u_|v) dir
u+viu—v

W+v)e@-v)=usu-uov+veu—vey=|ul —uev+uev+|v| =|ul -|v|" =12
|u+v|2 =(u+v)0(u+v)=u0u+u°v+v°u—v0v=|u|2+2u0v+|v|2 =

=|u|’ +|v| +2/u|v|cos6 =20 +16cos 8 = 4(5+4cos 6)
lu—v[ =@-v)e@@-v)=ueu—uey-veu-vey=|u| —2uev+|y|’

=|u|2 +|v|2—2|u||v|c059:4(5—4cost9)

lu+v|u—v|=4(5+4c0s8) 4(5—4cos8) = 4/(5+4cos ) - (5—4cosb) =

=4~/25-16cos” @ = ( Trigonometriska ettan ger: cos’ @ =1-sin’ 8 ) =

= 4,/25-16(1 —sin> @) = 4Y9+16sin> 6 = 4,9 +16- % = 44/9-2 =122

- 1
Uv)e@-v) = arccos —= =

12 T
SVAR: v = arccos |u+v||u—v| —arccosm \/5 Z




