Losningar till tentamen i LMA033 0399 Matematik, del B, for BI1 och
LMAS1S5 0304 Matematik, del C, for KI1 torsdagen den 16 januari 2014.

x + y - kz = k
3. Lat ES vara ekvationssystemet { x + y - Z = 1.
kx + (k+)y + (A-k)z = k

a) Los, med Cramers regel, ekvationssystemet ES for k£ # 1 (3p)
b) Los, med eliminationsmetoden pa matrisform, ekvationssystemet ES for k =1. (3p)

¢) Skriv ekvationssystemet ES som en matrisekvation och 16s, for k #1,

matrisekvationen med hjilp av inversen for koefficientmatrisen. (3p)
Losning:
I 1 -k
1 -1 1 -1 I 1
3.a) detA =| 1 1 -1 |= - + (—k) =
k+1 1-k| |k 1-k k k+1
k k+1 1-k

—1—k+k+1-(I—k+k)—k(k+1-k)=2-1-k=1-k

Losning med hjélp av Cramers regel existerar < det A #0 < 1-k#0 < k #1

ko1 —k
1 -1 [t =1 11
detA, =[1 1 -1 |=k = +(—k) =
k+1 1-k| [k 1-k k k+1
k k+1 1-k

=k(l-k+k+)—-(-k+k)—k(k+1-k)=2k-1-k=k-1

1 k -k
1 -1 I -1 11
detA, =1 1 -1]|=1 -k + (—k) =1-k
k 1-k k 1-k k k
k k 1-k
1 1 &k
I 1 |1 1 1 1
detA, =11 1 1|= - +k =—l+k=k-1
k+1 k| |k k k k+1
k k+1 k
detA, k-1 k-1 detA, 1-k detA; k-1
x: = = :—1’y: :—:1’Z: :_:—1
detA 1-k —(k-1) detA 1-k detA 1-



3.b) For k =1 erhalls att

11 -1 1] [1 1 =11 11 -11
M=[Ap]=[1 1 -1 1 ~0000:]0110
12 0 1 01 1 O 0 0 0 O
1 0 -2 1 x-2z = 1 [x = 142t
~10 1 1 Of varav { y+z = 04y = —t¢
00 0 O 0 =0 z = t
z fri variabel. ES har o#@ndligt manga 16sningar!
1 1 -k X k
30O)ES | 1 1 —1 |-|y|=]|1|.Jacobis metod ger att
k k+1 1-k ||z k
\ X / P —_

11 -k 1
[AE]=|1 1 -1
k k+1 1-k 0
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0 ~11 1 -k 1 00
1
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~/0 0 1-k 1 -1 0 :|~ 01 1 0 -k 1 ~
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00 1 & & 0 00 1 = L 0
0 0 & 4=t Lk -2 K+l 1-k
~lo 1 0 & L sl =[EA] varay ;T-l:ﬁ 1~k k-1 k-1
001 2 L o -1 1 0
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For k # 1existerar alltsdi A~ och det foljer att

Ax=bo A" (AX)=A b= (A'A)x=A"b=oEx=A"b<=x=A""D

varav

X -2 k*+1 1-k|[k — (k-1 -1
yl=x=A"b=-5| 1 —k’+k-1 k-1||1|=| k-1 |=| 1
z -1 1 0 ||k k-] [-1



4. Anpassa med minsta kvadratmetoden kurvan y = ax” + b till punkterna
(=1;1),(0;0),(1;1)och (2;3) och berikna medelfelet.

Losning:

Inséttning av punkternas koordinater ger oss ekvationssystemet

a + b =1 11 1
b = 0 . . 0 1||a 0
(ES) eller pa matrisform 1 =
a b =1 1 1(|b 1
[}
4a + b = 3 4 1| X 3
H_/
A b

Bista 16sningen i minsta kvadratmetodens mening erhalles ur

1 1
T T 1 01 40 1||a 1 01 4|0
(ESU) A'Ax=A'b s 1= PN
1 11 11 1||b 1 11 11
==
4 1] X 3
- o=
A
18 6 14
At X = varav
6 4 5
- 4 —-6||14 26 13
oo 2 L
Felvektorn
O T L T B A I - 1 O
f=Ax—b:01a—0: b :T%Jr%"’%: %:; 3
1 1(b 1 a + b — 1 %4_138_% _% 18| _o
41 3 da + b -3 SRATIRT] E 1

varfor medelfelet blir

If| _ 22 +3%+(=2%+1 _ Vi3 _ 2
=45 =012

n= Jm 184 36

SVAR: y:%x2+é och n=%z0,12

(5p)



S. For vektorerna u och v giller att | u | =2 och att | u-—vy | =7.

Det giller ocksa att vinkeln mellan z och v dr 60°.

Berikna | y | och vinkeln mellan # och u —v . (4p)

Lisning:

lu—v|" =@-v)ow-v)=usu—-uev—veutvey=|ul" ~2ulv|cosd+|v|
ger att

WD =22 =22y L+|v| o |v| -2v|-3=0e|v|=1£2

och, eftersom |v |20, foljer att [v |=1+2=3.

Om vinkeln mellan & och u—v ir ¢ foljer att
lufu—v|cosp=us@-v)=usu-usv=|ul*-|u|v|cosd varav

|u|2—|u||v|cosl9 22—2-3% 1 7
cosQ = = = = gozarccosﬁ

jufu=v] 247 247




1 p+2 p+2
iy . 2 p+3 y " .
6. Bestdm rangen av matrisen M = for alla vérden pa p och q. Sp)
2 p+3 p+3
I p+q p+q
LoOsning:
1 p+2 1 p+2 p+2
2 p+3 0 —p—-1 =-2p-2
M=
2 p+3 0 —p-1 —-p-1
_1 p+gq 0 g-2 q-2
(1 p+2 p+2 ] pz-1 [1 p+2 p+2 1 p+2 p+2
0 p+1 p+l 0 1 1 | [ [24q] |0 1 1
0 p+1 2(p+1)| [V@+D 0 1 2 0 0 1
0 g-2 g-2 0 g-2 ¢g-2|«— 0O O 0

Falll. p#—-1. rangM =3

1 p+2 p+2
M ~ 0 1 1
0 O 1
0 O 0
Fall2. p=—1.
1 p+2 p+2 1 1 1 1 1 1
M ~ 0 p+1 p+1 B 0O O 0 _ 0 g—2 ¢g-2
0 p+1 2(p+)) 0 O 0 :| 0 O 0
0 g-2 ¢g-2 0 g—2 ¢g-2 0 O 0

Fall2a. p=—-1,g#2. rangM =2 Fall2b. p=-1,g=2. rangM =1

3 for p#-—1
SVAR: rangM =12 for p=—-lanqg#2
I for p=—lag=2



7. Berdkna avstandet fran punkten ( 1; 3; =5 ) till
a)planet z=2—x+2y. (2p)
LoOsning:

7=2-x4+2y=05x-2y+z-2=0

d:|Axl+Byl+Cz1+D|_|x1—2y1+Z1—2|_|1—6—5_2| —|_12|—£=2\/g le

JA 1B+ P+ 42 Ai+d+l J6 A6

b) linjen XT_lzy;zzl.. (3p)
LoOsning:
. x =1 + 2
x; =y=t=><qy = 0 + -1
z =1 + t-0
1 1 1 0
rr=| 3|,r,=|0|=r-r,=| 3[—-|0|=| 3| ochdet foljer att
- |1 -5 1 -6
2] 0| |e, e, e, -6
1 0 2 0 2 1
vxX(r,-r)=|1|x 3|=2 1 0 |[=e, —-e, +e, =| 12
3 -6 10 -6 10 3
0] |-6 0 3 -6 6

Avstandsformeln for rita linjen ger slutligen att

(@)
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2
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vl 2] V2Rerrs0r 5S

:
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8. I ett ONH-system ér punkterna A=(1;0;1), B=(3;1;1), C=(3;2;2),
D=(a+1;a;5) och E=(1;6;1) givna.

IT 4r det plan som gar genom punkterna A, B och C. L dr den linje som gar genom
punkterna D och E.

a) Berikna (ﬁ XA_C:)O AD . (2p)
Losning:

21 12] |le. e, e

— N 1 0 2 0 2 1
a) ABXAC=|1|x|2|=]2 1 O0]|=|e, —e +e, =
2 10 Y21 2 2
0 |1 2 2 1
1
=e, (1-0)-e,(2-0)+e, (4-2)=|-2
2
1| |a
SVAR: (EXR)OE: —2lela|=1-a+(-2)-a+2-4=8-a
2| |4
b) Bestim konstanten a sa att volymen for tetracdern ABCD blir 1 ve. (2p)

Losning:
Voo =tL(ABXAC)o AD=+18—a)=1=8-a=1+2=a =872
SVAR: (a=6)Vv (a=10)
¢) Avgor for vilka virden pa a som E,A_C:,E bildar ett hogersystem. (1p)

SVAR: (ABXAC)®AD>0&8—a>0& a<8



d) Finns nagot virde pa konstanten a for vilket linjen L inte skér planet IT?
Bestdm i sa fall detta virde pa a.

Losning:

En linje L som gar genom D och E har ekvationen

X 1 a
L:r=0OE+tED & |y |=|6 |+t a—6
z 1 4

L skir ej planet IT = L ir parallell med IT <> neoy =0 < (ExA—c)oﬁ)’zo o

1 a
S| -2|0la-6|=0=1-a+(-2)- (a-6)+2-4=020-a=0=a=20
2 4

Aterstér att kontrollera att linjen L ej ligger i planet.
D liggeri I1 & (EXA—C:)'E=O<:>CZ=8¢20

SVAR: a =20

e) Finns det nagot virde pa talet a sadant att linjen L 4r vinkelridt mot planet IT?
Bestdm i sa fall detta virde pa a.

Losning:

(3p)

(3p)

L &r vinkelrdt mot planet II < L:s riktningsvektor &r parallell med II:snormalvektor <

a 1 a=t = a=?2
@E)ztﬁxA_C:@ a—-6|=t|-2|5a-6="2t => —-4=—4
4 2 4=2t = t=2

SVAR: a=2

Alt.1. AB ir vinkelrdit mot L = AB®ED=0=3a-6=0=>a=2

Alt.2. (KEXX@)XEIS =0 osv.

Alt.3. Definitionen av skaldrprodukt ger att + (ﬁx R)O ED = ‘ ABXAC H ED ‘cos 6

dvs att

+(20—a) =| (-2, 2)|[(a.a—6, 4)|cos0” & +(20—a) =3v2a* —12a+52

Kvadrering ger att 17a* -78a+68=0=da’—4a+4=0=aq,, =2



